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Abstrak

Operator Mikhlin adalah salah satu operator pengali. Operator ini memetakan suatu
fungsi ke hasil invers transformasi Fourier dari perkalian transformasi Fourier fungsi
tersebut dikali dengan suatu fungsi lain yang telah ditentukan sebelumnya. Dengan
mengunakan dekomposisi diadik, telah dibuktikan bahwa Operator Mikhlin ini
terbatas di Ruang Morrey. Lalu dengan menggunakan definisi, didapatkan bahwa
Operator Mikhlin juga terbatas di Ruang Grand Grand Morrey.

Kata Kunci: Keterbatasan operator, Operator Mikhlin, Ruang Morrey, Ruang Grand
Grand Morrey

Abstract

Mikhlin operator is one of the multiplier operators. This operator maps a function into
the inverse Fourier transform of the Fourier multiplier transformation of that function
times another fixed function. Using dyadic decomposition, it is already proven that
the Mikhlin operator is bounded in Morrey space. Using the definition, we can prove
that the Mikhlin operator is also bounded on Grand Grand Morrey space.
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1. Pendahuluan

Operator perkalian berawal dari adanya masalah sehari-hari yang bisa dimodelkan
dalam bentuk matematika, salah satunya menggunakan persamaan differensial.
Maharani [1] telah membahas salah satu masalah terkait operator perkalian, yaitu
mengenai persamaan panas pada kawat dengan panjang tak hingga. Dari permasalahan
ini, dengan menggunakan transformasi Fourier, didapatkan operator pengali Fourier atau
operator Riesz, yaitu

Ri(f)(x) = Fm;f](x),


http://dx.doi.org/10.24014/jsms.v8i2.17156
mailto:dian.maharani@mat.uin-malang.ac.id

di mana m;(§) = —i%,j =1,..,ndan f € L2

Pada tahun 1956, S. G. Mikhlin [2] memperumum operator pengali Fourier menjadi
operator pengali Mikhlin dan menyatakan bahwa operator tersebut terbatas di Ruang
Lebesgue LP,1 < p < oo. Maharani [1] memperluas keterbatasannya dan mendapatkan
bahwa Operator Mikhlin tersebut juga terbatas di Ruang Morrey. Dalam hal ini, Ruang
Morrey yang dimaksud adalah Ruang Morrey klasik.

Pada tahun 2011, Meskhi [3] memperkenalkan Ruang Grand Morrey yang
merupakan perluasan dari Ruang Morrey klasik. Pada tahun 2013, Rafeiro [4] membuat
perluasannya lagi, yaitu Ruang Grand Grand Morrey. Pada penelitian ini, akan dibuktikan
keterbatasan Operator Mikhlin di Ruang Grand Grand Morrey.

2. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian pengembangan (Research and
Development/R&D). Tahap pertama dari penelitian ini adalah menentukan topik
penelitian. Dari hasil studi literatur dan observasi, terdapat penelitian yang masih dapat
dikembangkan, yaitu penelitian mengenai Operator Mikhlin dan Ruang Grand Grand
Morrey. Oleh karena itu, pada penelitian ini akan dibahas mengenai “Keterbatasan
Operator Mikhlin di Ruang Morrey”. Setelah menentukan topik, langkah penelitian
selanjutnya adalah mengumpulkan artikel-artikel rujukan terkait topik yang diambil. Dari
artikel-artikel tersebut, dikumpulkanlah definisi, teorema, dan lema yang dapat
digunakan untuk membuat pembahasan. Langkah berikutnya, sekaligus menjadi langkah
paling penting adalah membuat pembahasan.

3. Hasil dan Pembahasan

Operator Mikhlin pada awalnya dibuat oleh S. G. Mikhlin [2] untuk memperumum
operator pengali Fourier. Operator pengali Fourier itu sendiri, seperti yang diungkapkan
Chen [5] berikut.

Definisi 1 Operator Pengali
Operator pengali Tf didefinisikan sebagai
Tf =m(f (&),

di mana Tf adalah transformasi Fourier dari Tf.
Transformasi Fourier dan invers transformasi Fourier sendiri didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2 [6] Transformasi Fourier dan Invers Transformasi Fourier
Untuk f € L', transformasi Fourier dari f, dinotasikan sebagai f didefinisikan sebagai:

FIFIE) = () = f e~ F(x)dx.

Sedangkan invers transformasi Fourier didefinisikan sebagai
1

FAF0 = e = [ e O

Dengan menggunakan transformasi Fourier tersebut, Abels [7] mendeskripsikan Operator
Mikhlin sebagai berikut.



Definisi 3 Operator Mikhlin
Misal N = n + 2,n € N. Kemudian, misal m: R*\{0} — C adalah fungsi yang dapat diturunkan
sebanyak N kali sehingga
|ogm(®)| < clg|'
untuk semua & # 0, |a| < N. Operator Mikhlin didefinisikan sebagai
M(f) = F~*[mf]

untuk semua f € S, di mana S adalah Ruang Schwartz.

Sebelum membahas Ruang Grand Grand Morrey, terlebih dahulu akan dibahas mengenai
Ruang Morrey, Ruang Grand Morrey, dan Ruang Grand Grand Morrey sebagai berikut.

Definisi 4 [7] Ruang Morrey (Klasik)

Misal 1 < p < oo dan 0 < A < 1, Ruang Morrey biasa (klasik) LP*(Q) adalah himpunan semua

fungsi bernilai riil yang terukur sedemikian sehingga
1

1 P
If 1l pacoy == sup <—f FoIIFd > =
fllpacy xeq \|B(x,1)|* E(x,r)f i

0<rs=d
dengan d = diam Q.

Definisi 5 [7] Ruang Grand Morrey

Misal 1 <p < oo, 8 >0, dan 0 < A< 1. Ruang Grand Morrey, dinotasikan LPYOA(Q), adalah
kelas fungsi f: Q — R dengan norm

1
p—e€
< 00,

69
— = [ ronred
IM%ﬂﬂmefy Y

Ifll e = sup sup
L 0 0<e<p-1 x€Q
o<r<d

Jika A = 0, maka LP»?*(Q) adalah Ruang Grand Lebesgue pada Q dan dinotasikan LP»(Q).
Lebih jauh lagi, jika 8 = 1, maka notasi yang digunakan adalah LP*(Q), bukan LP4(Q).

Definisi 6 [4] Ruang Grand Grand Morrey

Misal 1 <p < oo, 8 >0,a =20,dan 0 < A < 1. Definisikan fungsi
6

DA — e
q)e,a(f' S) = Oiligs €p E”f”Lp—E,A—aE(Q),

dengan 0 < s < min {p - 1,%}_ LZ?’O?) (Q) adalah ruang yang berisi semua fungsi bernilai riil yang

terukur dan memiliki norm berhingga

A
A :
171l 0y = Pha S Smacds Smax = minfp = 1,2},

Dari definisi di atas, norm f pada Ruang Grand Grand Morrey dapat ditulis ulang sebagai
8

= p—€ = i — —
1Pl = | S0 PN lpcimaeieys S min{p — 1,2},

Jika @ = 0,4 > 0, maka Ruang Grand Grand Morrey adalah Ruang Grand Morrey, dan saat
A=a =0, maka Ruang Grand Grand Morrey menjadi Ruang Grand Lebesgue. Pada



penelitian ini, lapangan yang digunakan adalah R", sehingga pada definisi Ruang Morrey,
Ruang Grand Morrey, maupun Ruang Grand Grand Morrey di atas, Q= R". Untuk
mempersingkat penulisan, maka LPA(RM) = LPA, [POA(RD) = [P)OA dan Lg)';j )(R“) =
[P

O, *

Menggunakan keterbatasan Operator Mikhlin di Ruang Lebesgue, Maharani [1]
telah membuktikan bahwa Operator Mikhlin ini terbatas pada Ruang Morrey. Namun
sebelum membahas mengenai keterbatasan tersebut, akan dibahas mengenai partisi
(dekomposisi) Littlewood — Paley / partisi diadik satuan [8]. Partisi ini bertujuan untuk
membuat barisan {(Pj}jez dengan @; € Cg’(R"), yaitu ¢; adalah fungsi kontinu yang dapat
diturunkan terus menerus dan memiliki support kompak, dan Y;¢@;=1. @; harus
memenuhi

supp ¢;(§) € {€ e R™:c2/ < |¢] < €27}
untuk ¢, C saling berkaitan. Berikut adalah langkah-langkah membuat partisi diadik.
1. Pilih fungsi non negatif ¥ € C3°(R") yang memenuhi
1
1/)0>0<:>§<|f| < 2.
2. Definisikan ¢;(¢) = (27/¢) dan
6E) = ) () >0
JeL

untuk ¢ # 0, di mana ¢(¢) memuat maksimal 2 suku tak nol. Dekomposisi yang

diinginkan adalah

@i (§) = d() Y&
3. Padakasusini, ;(§) = ©0(2778) karena ¢p(277¢) = ¢(&). Akibatnya

1080;(9)| < Cllogpol| o271
dengan a € N™.

Proposisi 1 Bentuk Konvolusi Operator Mikhlin

Misal M adalah Operator Mikhlin. Terdapat fungsi k:R™\{0} = C yang terintegralkan lokal,
dapat diturunkan secara kontinu, memiliki support kompak, serta memenuhi:

k()| < Clz|™,|Vk(2)| < Clz| ™7,
untuk semua z # 0 sedemikian sehingga

M(NG = [ kG = @)y
untuk semua x ¢ supp f, f € L.

Bukti. Dekomposisi fungsi m menggunakan dekomposisi diadik menjadi

mE) = Y my(§),§ # 0
dengan m;(§) = ¢;(§)m($). ]

|0gm; ()] < z () [ofm@| [of 0y < c27iel
<fpsa

0
Untuk setiap m;($), didapatkan

M) =7 mfle0 = [ G- 0Oy,
dengan k;(x) = F _1[mj](x) adalah fungsi kontinu. Didapatkan,



MA@ =Y | y=f oy
J

Kemudian, pecah };7k;(z) menjadi X,jc -1 07k;(z) dan X, -1.,j 97 k;(2). Perhatikan
bahwa
0%k;(z) < C'|z|™ 1l
j< ?log|z|~t
untuk || <1 dan M = 0. Sedangkan untuk |a| < 1danM =n+ |a| + 1,
0¢kj(2) < C'|z|7 e,
j> ?log|z|~1
Jadi }; 07 k;(z) konvergen mutlak dan seragam ke 0;k(z) pada setiap himpunan bagian
R™ \ {0} yang kompak, sehingga
|k(2)] < Clz|™, |Vk(2)| < Clz|™!
untuk semua |a| < 1. Karena Y ;¢;(§) berhingga lokal dan |m;(§)| terbatas seragam
terhadap ¢ dan f(¢) € L?, maka

MG = [ kG = @)y
Teorema 1 Keterbatasan Operator Mikhlin di Ruang Morrey

Misal M adalah Operator Mikhlin, maka M dapat diperluas menjadi operator terbatas pada ruang
Morrey, yaitu
M:[P* 5 [PA1<p<oo,0<A<n.

Bukti. Misal w € R*, 7 > 0, dan f € LP*. Tulis f = f; + f, dengan f; = f - XB(z,.2r)- Karena
f € LP*, maka f; € LP*. Sementara f, adalah fungsi pada ruang tempered distribution [9].
Dengan menggunakan keterbatasan Operator Mikhlin pada Ruang Lebesgue, didapatkan

A

||M(f1)||Lp(3(z,r)) < C17”5||f||Lp,/1- 1)
Misal x € B(z,1). Dengan menggunakan konvolusi,

IM(£) (0] < G f ol [ etdeay,

B€¢(z,2r) |x—y|
dengan menggunakan Teorema Fubini dan ketaksamaan Hdlder, didapatkan
A-n

IM(£) ()] < Gllf I par P .

Akibatnya,
A
IMUD e 5z S ColIf llpare. (2)

Dari (1) dan (2),

M o5y = IMED o) + IMUED o (5r)
A A
< CurPlfllpa + CollFlpir

< CrolIfll pa.
Karena berlaku untuk sembarang r > 0, maka

4
IM(Olpa = supr PIM(O e szry) < CllfliLpa.
.



Dengan menggunakan Teorema 1, Operator Mikhlin yang telah dibahas pada
definisi 3 dapat diperluas menjadi operator terbatas di ruang Grand Grand Morrey seperti
yang tertuang pada Teorema 2 berikut.

Teorema 2 Keterbatasan Operator Mikhlin di Ruang Grand Grand Morrey

Misal 1<p <o, 8>0,a>0,0<A< 1,dan M adalah Operator Mikhlin, maka M dapat
diperluas menjadi operator terbatas pada ruang Grand Grand Morrey, yaitu

. 1p)A) p),A)
M-Le,a —>L9,a .

Bukti. Dengan menggunakan definisi Ruang Grand Grand Morrey dan Teorema 1,
9

”M(f)”Lzz)./l) = o sup EF”M(f)”LP—EJL—aE

<€<Smax

< sup EFC”f”Lp—E,A—aE
0<€<Smax
6

= C sup fﬁllf”l‘p—al—as
0<€<smax

= ClIfll pa-
0,a

Dengan demikian, terbukti bahwa Operator Mikhlin terbatas pada Ruang Grand Grand
Morrey.

4. Kesimpulan

Berdasarakan pemaparan di atas, dapat disimpulkan bahwa Ruang Grand Grand
Morrey adalah perluasan dari Ruang Morrey. Selain itu, Operator Mikhlin dapat diperluas
menjadi operator linear yang terbatas di Ruang Grand Grand Morrey. Pada penelitian
selanjutnya, dapat ditelaah apakah Operator Mikhlin juga merupakan operator linear
yang terbatas di ruang-ruang lainnya, misal pada Ruang Herz, K5, ().
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