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ABSTRAK

Pelabelan total sisi ajaib pada suatu graf G = (V, E) dengan order p dan ukuran ¢ adalah fungsi bijektif f'dari VU E
ke himpunan {1, 2, 3, ..., p + ¢} sehingga untuk masing-masing sisi xy di G berlaku f(x) + fixy) + f(v) = k, dengan k
konstanta. Pelabelan total sisi ajaib yang memetakan V'ke {1, 2, ..., p} disebut pelabelan sisi ajaib super. Graf yang
dapat dikenakan pelabelan sisi ajaib super disebut graf sisi ajaib super. Pada artikel ini dijelaskan bahwa graf ulat
bentuk L, bentuk H, dan graf ulat dengan himpunan derajat D = {1, 4} dengan n titik berderajat 4 (n bilangan asli)

adalah sisi ajaib super.
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PENDAHULUAN

Graf G adalah pasangan (V, E) dengan V adalah
himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-
objek yang disebut titik, dan E adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan takberurutan dari
titik-titik berbeda di V' yang disebut sisi [5].
Banyaknya unsur di V disebut order dari G dan
banyaknya unsur di E disebut ukuran [2][3].

Sisi e = (4, v) dikatakan menghubungkan titik u
dan v. Jika e = (u, v) adalah sisi di graf G, maka u
dan v disebut terhubung langsung, v dan e serta u
dan e disebut ferkait langsung, dan u, v disebut
wjung dari e. Derajat dari titik v di graf G, ditulis
degc v, adalah banyaknya sisi di G yang terkait
langsung dengan v. Titik yang berderajat satu
disebut titik ujung [2]. Untuk selanjutnya, sisi e =
(u, v) akan ditulis e = uv.

Himpunan derajat dari graf G, ditulis Dg, adalah
himpunan yang memuat derajat semua titik di G
[2]. Jika yang dibicarakan hanya satu graf, maka
himpunan derajat akan ditulis D.

Jalan u-v dalam graf G adalah barisan berhingga
yang berselang-seling
W :u=v,, ey, vi, €, Vs, ..., €n, V,;=V

antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan
diakhiri dengan titik, dengan e; = v;.;v; adalah sisi
di G. v, disebut titik awal, v, disebut titik akhir, v,
Vy, ..., v, disebut titik internal, dan n menyatakan
panjang W [1]. Jika semua sisi di W berbeda,
maka W disebut trail. Jika semua titik di W
berbeda, maka W disebut /intasan. Graf berbentuk
lintasan disebut graf lintasan [2]. Graf ulat adalah
graf yang jika semua titik ujungnya dibuang akan
menghasilkan lintasan [4].

Pelabelan total sisi ajaib pada graf G = (V, E)
dengan order p dan ukuran ¢ adalah fungsi bijektif
fdari VU Eke {1,2,3, ..., p+q} sehingga untuk
masing-masing sisi xy di G berlaku f{x) + flxy) +
fy) = k, dengan k konstanta. Konstanta & disebut
bilangan ajaib. Pelabelan total sisi ajaib dapat
dimaknai bahwa jumlah label suatu sisi dan label
titik yang terkait langsung dengan sisi tersebut
adalah sama, untuk semua sisi. Pelabelan total sisi
ajaib yang memetakan himpunan titik V ke {1, 2,
..., p} disebut pelabelan sisi ajaib super. Graf
yang dapat dikenakan pelabelan sisi ajaib super
disebut graf sisi ajaib super [4]. Pada artikel ini
akan dijelaskan pelabelan sisi ajaib super pada
beberapa bentuk graf ulat.

HASIL DAN DISKUSI

Pada pembahasan ini, graf ulat yang disajikan
adalah graf ulat bentuk L, bentuk H, dan graf ulat
dengan himpunan derajat D = {1, 4} dan n titik
berderajat 4, dengan n bilangan asli. Graf ulat

bentuk L dan H yang dimaksud dalam tulisan ini
masing-masing sebagai berikut.
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Pembahasan disajikan dalam teorema beserta
buktinya, dan beberapa contoh sebagai aplikasi
pelabelan yang dibuat.

Teorema 1
Graph ulat L, adalah sisi ajaib super, dengan
n bilangan asli.

Bukti
Misalkan
V(L) = {x1, X2, Vi, Vo, V3, ooy Vil Vi)
dan
E(L,) = {x1vi, Xovi, ViVa, VaV3, ..oy Vi Vi)

Maka diperoleh order L, adalah (n + 2) dan
ukurannya adalah (n + 1)

(1) Untuk n genap, definisikan fungsi f dari
ML)V EL)ke {1,2,3,...,2n+ 3} dengan
pengaitan sebagai berikut.
fx)=i,untuki=1,2

n+i+5
fv) =

,untuk 7 ganjil, 1 <i<n.

fv) = %+3,untukigenap, 1<i<n

fxv)=2n—i+4,untuk i=1,2
fvvi)=2n-i +2,untuki=1,2,...,n- L.
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa f
adalah fungsi bijektif dan memetakan 7(L,)
ke {1,2,3,...,n+2}
Selanjutnya,
(a) Untuk sisi x;v;

Sx) + fxv)) + flv) =i+ 2n—i+4)+(

n+6. 5Sn

)=—+7
2 2
(b) Untuk sisi viv;.1, i ganjil
A0+ A + fvien) = ( ’”;*5 )+ (2n

i)+ (1+12)—2+ 5n

3= —+7
2
(c) Untuk sisi v, i genap
j—2
)+ i)+ fvie) = [ =+31 + @n
n+i+6 )= 5_n+7
2 2

Dengan demikian, maka graph ulat L, (n
bilangan asli genap) adalah sisi ajaib super,
dengan bilangan ajaib

=2,
2

—i+2)+(

(2) Untuk n ganjil, definisikan fungsi f dari
ML) v EWL) ke {1,2,3,...,2n+ 3} dengan
pengaitan sebagai berikut.

fix)=i,untuk i=1,2

Sy = }14_;;4 , untuk 7 ganjil, 1 <i<n.

i+4

Svi) 5
fxyv)=2n—i+4,untuki=1,2
fvvi)=2n—i +2,untuki=1,2,...,n- L.
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa f°
adalah fungsi bijektif dan memetakan V(L,)
ke {1,2,3,...,n+2}
Selanjutnya,
(a) Untuk sisi x;»

Sox) + foew) + fv) =i+ 2n—i+4) +(

n+5 Sn—1

,untuk i genap, 1 <i<n

)= +7
2 2
(b) Untuk sisi v, i ganjil
A0+ fvwen) + fven) = (P2 (an
B L
2 2

(c) Untuk sisi vy, i genap
i +4
SW) + fvwi) + fvi) = [ZT 1 +@n-i
n+i+5 )= S5n—1

2 2
Dengan demikian, maka graph ulat 1, (n
bilangan asli ganjil) adalah sisi ajaib super,
dengan bilangan ajaib
= Sn—1

+7

+2)+(

+7.0

Teorema 2

Graph ulat H, adalah sisi ajaib super, dengan
n bilangan asli.

Bukti

Misalkan himpunan titik pada graph H,
adalah

V(H,) = {x1, X2, Y1, V2, V1, V2, V3, vy Vily Vi)
dan

E(H,) = {x1vi, X2v1, Y1V, Y2V ViV2, V2V3, V3Va,
ooy ViV }-

Jadi order H, adalah (n + 4) dan ukurannya
adalah (n + 3).

(1) Untuk n genap, definisikan fungsi f dari
V(H,) v EH,) ke {1, 2, ..., 2n + 7} dengan
pengaitan sebagai berikut.

fix)=i,untuk i=1, 2.
fy)=n+2+iuntuki=1,2.

n+i+5
f(Vi) =

, untuk 7 ganjil, 1 <i<n.

fv) = % , untuk i genap, 1 <i<n.

fixv)=2n—i+8,untuk i=1, 2.
foyv)=n—i+7,untuki=1,2.
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fvvi)=2n—-i+6,untuk i=1,2,...,n—1.
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa f
adalah fungsi bijektif dan memetakan V(H,)
ke {1,2,3,...,n+4}.

Selanjutnya,
(a) Untuk sisi x;v,
Sx) + flev) + fv) =i+ 2n—i+8)+
n+6  5Sn
= —+11.
2 2
(b) Untuk sisi y;v
)+ fyvn) T ) = +2+D+n—i
n+4 Sn

+7)+ ——=—+11.
2 2

(c) Untuk sisi vv;.q, i ganjil
n+i+5

SO+ fwi) + fvie) = ( 5 )+ (2n
Loy
2 2
(d) Untuk sisi vv;.q, i genap
i+4

SW) i) + Vi) = (T )+ (2n—i
n-H+6)= 5_n+11.
2 2

Jadi, terbukti bahwa graph ulat H, (n bilangan
asli genap) adalah sisi ajaib super, dengan
bilangan ajaib

+6)+(

= 5—n+1 1.
2
(2) Untuk n ganjil, definisikan fungsi f dari
V(H,) v E(H,) ke {1, 2,..., 2n + 7} dengan
pengaitan sebagai berikut.
Sfx)=i,untuki=1,2.
)= %,untukzﬁ 1,2.

n+i+8

Sv)=

,untuk 7 ganjil, 1 <i<n.

i +4
Sv) = % , untuk i genap, 1 <i<n.

fxv))=2n—i+ 8, untuki=1, 2.
fywvy)=n—i+T,untuki=1,2.
flvvip)=2n—-i+6,untuk i=1,2,...,n—1.
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa f'
adalah fungsi bijektif dan memetakan V(H,)
ke {1,2,3,...,n+4}.
Selanjutnya,
(a) Untuk sisi x;v;

Sx) + fxv) + flv) =i+ @2n—i+8)+

n+9 _ 5(n—1)+15.
2
(b) Untuk sisi y;v,

S+ ) + ) = (2 i
2n+8 _ 5(n-1)
2 2
(c) Untuk sisi vy, i ganjil

+7)+ +15

iding S . Nasi 1 Mot
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+i+8
S + fvwi) + vy = (2 2 )+ (2n
iv6) + i+5_5(-D)
2 2

(d) Untuk sisi v;v;., I genap
S+ o)+ fov) = (2 ¢ @n -
n+i+9 . 5(n-1)
+6)+ = +15.
)+ ( 5 ) 3
Jadi, terbukti bahwa graph ulat H,, (n
bilangan asli ganjil) adalah sisi ajaib super,
dengan bilangan ajaib
= S(n-1)

+15. [

Teorema 3

Graf ulat dengan himpunan derajat D = {1, 4}
dan 7 titik berderajat 4 adalah sisi ajaib super,
dengan n bilangan asli.

Bukti

Graf ulat U, dengan himpunan derajat D =
{1, 4} dan n titik berderajat 4, n bilangan asli,
dapat digambar sebagai berikut.

X1 X2 X3 ... Xn

(Y

N1 Y2 V3 Y4 Yn+1 Vn+2
Zy z Z3 ... Zy

Berdasarkan gambar, himpunan titik pada U,
adalah

V(Un) = { X1, X2y X350n Xy V1o V25 V3o oevs Y425
Z1, Z3, Z3, ..., Z,} dan himpunan sisi pada U,
adalah E(U,) = { x1)2, X213, «vvs XiVu + 15 V1V2
V2V3s wens Vit 1Vn 425 Z1V25 Z2V35 «oos Zi¥nt 1)
Jadi, order U, adalah (3n + 2) dan ukurannya
(Bn+1).

(1) Untuk » ganjil, definisikan fungsi f" dari
U, v E(U,) ke {1, 2, ..., 6n + 3} sebagai
berikut.

Sox) = 312+1 ,2untuk i ganjil, 1 <i<n.

Six) = w, untuk i genap, 1 <i<n.
3i—-1 . . )

Sy = 5 ,untuk i ganjil, 1 <i<n+2.

)= w , untuk 7 genap, 1 <i < n+2.

flz) = 3’;3 ,untuk 7 ganjil, 1 <i <n.

flz)= —3n +§l 3 ,untuk 7 genap, 1 <i<n.
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foyic)=6n-3i+6,1<i<n+1.
fxyic)=6n-3i+5,1<i<n.
feyis)=6n-3i+4,1<i<n.

Dengan mengecek pada masing-masing
interval indeks titik (genap atau ganjil)
diperoleh bahwa f adalah fungsi injektif.
Karena f fungsi injektif dengan domain dan
kodomain yang mempunyai banyak anggota
sama dan berhingga, maka f adalah fungsi
surjektif. Jadi f'adalah fungsi bijektif.

(a) Untuk 1 <i<n+ 1 dan i ganjil diperoleh

F0) o)+ f0ie ) ==Ly 4 (6n -

2
3n+3@+1)+1 )= 15(n+1)
2 2

(b) Untuk 1 <i<n+ 1 dan i genap diperoleh

3n+3i+1

J) + fvwic ) + i) = (T)Jr
3(i+1)—1): 15(n+1)
2 2

(c) Untuk 1 <i < n dan i ganjil diperoleh

Ho) + e ) ) = (!

2
3n+33+1)+1 )= 15(n+1)
2 2
(d) Untuk 1 <7< n dan i genap diperoleh
3n+3i+3
Sox) + i ) T i) = (f) +
3(i+1)-1 )= 15(n+1)
2 2
(e) Untuk 1 <i < n dan i ganjil diperoleh
3i+3
fa) + Ry )+ M) = (5=) + (6n
3n+3G+1)+1 )= 15(n+1)
2 2
(f) Untuk 1 <7< n dan i genap diperoleh
3n+3i+5

f@) + fzyis ) T i) = (T) +
3 +1)-1

3i+6)+(

(6n—3i+6) +(

)+ (6n—

3i+5)+(

(6n—3i+5)+(

—3i+4)+(

)= 15(n+1)
2
Dengan demikian diperoleh bahwa U, adalah
total sisi ajaib dengan bilangan ajaib
15n+15
k= ——.
2
Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa f
memetakan V(U,) ke {1, 2, ..., 3n+2}. Jadi f
adalah pelabelan sisi ajaib super pada U, (n
bilangan asli ganjil).
(2) Untuk n genap, definisikan fungsi f dari
nu, v EWU,) ke {1, 2, ..., 6n + 3} sebagai
berikut.

(6n—3i+4)+(

fix) = 3’2” ,untuk i ganjil, 1 <i <n.
fx) = 3(n2+z) , untuk i genap, 1 <i<n.

fo) = 3zl ,untuk / ganjil, 1 <i<n+2.
fon) = % , untuk i genap, 1<i < nt+2.
flz) = 3’;3 , untuk i ganjil, 1 <i <n.

fz) = w, untuk i genap, 1 <i <n.

fyyiz)=6n-3i+6,1<i<n+1.
fxyic)=6n-3i+51<i<n.
fzyiv)=6n-3i+4,1<i<n.

Dengan mengecek pada masing-masing
interval indeks titik (genap atau ganjil)
diperoleh bahwa f adalah fungsi injektif.
Karena f fungsi injektif dengan domain dan
kodomain yang mempunyai banyak anggota
sama dan berhingga, maka f adalah fungsi
surjektif. Jadi f'adalah fungsi bijektif.

(a) Untuk 1 <7 <n+ 1 dan i ganjil diperoleh

A+ oo ) o) =C=by 4 6n -

2
3n+3(i+1)—2)= 15n+12

2 2
(b) Untuk 1 <i<n+ 1 dan i genap diperoleh
3n+3i-2
So) +fowic) T fie) = (f) +
3i+1)-1 )= 15n+12
2 2
(c) Untuk 1 <7 < n dan i ganjil diperoleh

3i+1
S+ fir ) F i) =( ) )+ (6n—
3n+3(i+1)—2)= 15n+12
2 2
(d) Untuk 1 <7< n dan i genap diperoleh
3n+3i
Jo0) flxi )+ Ay} = () + (6
3(i+1)—1): 15n+12

2 2
(e) Untuk 1 <7 < n dan 7 ganjil diperoleh

A+ Regio) + f00) =<3i2+ 3)+ (6n
3n+3(+1)-2
2

3i+6)+(

(61— 3i +6) +(

3i+5)+(

—3i+5)+(

)= 15n+12
2
(f) Untuk 1 <7 <n dan i genap diperoleh
3n+3i+2
Sz) + fepic ) +fyien) = (T) +
3+ -1 )= 15n+12
2 2
Dengan demikian diperoleh bahwa U, adalah
total sisi ajaib dengan bilangan ajaib
15n+12
k=——.
2
Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa [
memetakan V(U,) ke {1, 2, 3, ..., 3n + 2}.

“3it4)+(

(6n—3i+4)+(
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Jadi f adalah pelabelan sisi ajaib super pada
U, (n bilangan asli genap).

Berdasarkan dua kasus pada »n, maka
diperoleh bahwa graf ulat U, dengan
himpunan derajat {1, 4} dan # titik berderajat
empat adalah sisi ajaib super, untuk semua »
bilangan asli. O

Berikut ini contoh pelabelan sisi ajaib super pada
graf ulat menggunakan teorema di atas.
Perhatikan bahwa label titik dan sisi sesuai
dengan rumus pada teorema.
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KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan dapat disimpulkan
bahwa bahwa graf ulat bentuk L, bentuk H, dan
graf ulat dengan himpunan derajat D = {1, 4}
dengan n titik berderajat 4 (n bilangan asli) adalah
sisi ajaib super. Pelabelan seperti yang dijelaskan
dalam teorema dimungkinkan bukan satu-satunya
pelabelan sisi ajaib super pada graf ulat tersebut.
Dengan demikian, disarankan kepada pembaca
untuk mencari rumus pelabelan yang berbeda atau
melakukan penelitian pada beberapa bentuk graf
yang lain.
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