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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Masalah pelabelan dalam teori graf mulai dikembangkan pada pertengahan
tahun 1960-an. Pelabelan pada suatu graf muncul pertama kali dari karya Rosa pada
tahun 1967. Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan (fungsi) yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya bilangan
bulat). Jika domain dari fungsi adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik
(vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge
labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (total
labeling) (Miller, 2000:165 dan Wallis dkk., 2000:178).

Pelabelan total sisi ajaib (edge-magic total labeling) pada graf G adalah

fungsi bijektif A dari V(G) U E(G) pada himpunan {1, 2, 3, ..., |V(G)| +|EG)|}
sehingga untuk sebarang sisi xy di G berlaku
AX) + Axy) + Aly) =k

untuk suatu konstanta k. Selanjutnya k disebut bilangan ajaib pada G dan G disebut

total sisi ajaib. Pelabelan total sisi ajaib yang memetakan V(G) ke himpunan {1, 2, 3,

...r 1V(G) |} disebut pelabelan super sisi ajaib (super edge-magic labeling). Graf

yang dapat dikenai pelabelan super sisi ajaib disebut graf super sisi ajaib (Wallis

dkk., 2000:178 dan Park dkk. 2008:11).



Graf ulat (caterpillar) adalah graf yang jika semua titik ujungnya dibuang
akan menghasilkan lintasan (Gallian, 2009). Titik ujung adalah titik yang berderajat
satu (Chartrand dan Lesniak, 1986). Graf bintang (star) dengan (n + 1) yang
dinotasikan dengan S,, adalah graf bipartisi komplit K »), dengan n bilangan asli.
Graf bintang S, mempunyai sebanyak n titik ujung dan 1 titik pusat. Jika sebanyak m
graf bintang (m > 1) titik pusatnya dihubungkan langsung dengan satu sisi secara
berurutan, maka akan diperoleh graf ulat dalam bentuk umum. Dalam penelitian ini,
m graf bintang (m > 1) yang titik pusatnya dihubungkan langsung dengan satu sisi
secara berurutan disebut graf multi star.

Penelitian mengenai pelabelan super sisi ajaib pada beberapa jenis graf
termasuk pada beberapa bentuk grah ulat sudah banyak dilakukan. Baskoro dkk
(2005) meneliti cara mengkonstruk graf super sisi ajaib dari suatu graf. Ji Yeon Park
dkk (2008) meneliti pelabelan super sisi ajaib pada graf layang-layang. Hussain dkk
(2009) meneliti tentang pelabelan super sisi ajaib pada pohon banana (banana trees).
Rohima (2005) dan Khikmah (2005) masing-masing menunjukkan bahwa graf ulat
berekor dengan n badan dan 2 kaki pada tiap badan serta graf ulat dengan n badan
dan n kaki adalah super edge magic. Irawan (2007) menunjukkan bahwa graf ulat
model trisula dengan panjang n adalah super sisi ajaib. Williyanto dan Irawanto
(2009) menunjukkan bahwa grah ulat model T adalah super sisi ajaib. Lorentz (2009)
menunjukkan bahwa graf ulat dengan n badan dan 2n kaki adalah super sisi ajaib.

Abdussakir (2010) menunjukkan bahwa graf ulat bentuk L, bentuk H, dan graf ulat



dengan himpunan derajat D = {1, 4} dan n titik berderajat 4, dengan n bilangan asli
adalah super sisi ajaib.

Beberapa penelitian tentang pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat ini masih
pada kasus-kasus yang khusus. Karena bentuk umum graf ulat dapat diperoleh dari
graf multi star, maka penelitian mengenai pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat
secara umum dapat ditunjukkan melalui pelabelan super sisi ajaib pada graf multi
star. Dengan demikian, maka penelitian ini berusaha menunjukkan bahwa graf multi

star adalah super sisi ajaib.

B. Rumusan Masalah
Pertanyaan yang dirumuskan dalam penelitian ini adalah “bagaimana

pelabelan super sisi ajaib pada graf multi star?”

C. Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah untuk menjelaskan

pelabelan super sisi ajaib pada graf multi star.

D. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan bukti atau penjelasan bahwa graf
multi star adalah super sisi ajaib. Penelitian ini diharapkan dapat menjadi penambah
wawasan mengenai pelabelan super sisi ajaib dan menggugah peneliti lain untuk
melakukan penelitian lebih lanjut mengenai pelabelan super sisi ajaib pada beberapa

jenis graf lainnya.



BAB IV

PEMBAHASAN

A. Pelabelan Super Sisi Ajaib pada Graf Multi Star Tipe 1 MS*(m)

Seperti telah dijelaskan pada kajian pustaka, misalkan S, S, S v S

ng> Ny,

adalah graf star masing-masing beroder ny, ny, ng, ..., dan ny, serta v} adalah titik
pusat dari S, . Graf yang diperoleh dari gabungan | JS, ditambah sisi vg vg™, i=1,
i=1

2, ..., m—1, dalam penelitian ini disebut graf multi star tipe 1 dan dilambangkan

dengan MS*(m). Berikut adalah gambar graf multi star tipe 1 MS*(m).

MSH(m):

MS!(m) mempunyai himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut:
V(MS1(m)) = {vi,v3, ..., vn , Vi, V3, ..., Vs, ...,v,’{lm’,v(l,,vg’,vg, .., U}, dan
EMS1(m)) = {vhv},j = 1,2,..,n; i = 1,2,.., mJo{vevs™ k=1,2, ..., m-1}.
Jadi, MS*(m) mempunyai order

p(MS M) =ny + Ny +n3+ ... +np + m

dan mempunyai ukuran
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qMS'(m)) =n;+ng+n3+ ...+ np + (M —1).
Dengan demikian, makap + g =2(ny + nz + Nz + ... + ny) + 2m —1.
Untuk menentukan pelabelan super sisi ajaib, dalam penelitian ini ditetapkan
titik v} diberi label 1. Hasil penelitian disajikan sebagai teorema.
Teorema 1.
Graf multi star MS'(2) adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib
k=3n,+2n,+6
Bukti
Graf MS'(2) dapat digambarkan sebagai berikut:

MSH(2):

Diperoleh bahwa p(MS*(2)) + q(MS*(2)) = 2(ny + n) + 3.
Konstruksi suatu relasi f dari
V(MS'(2)) U E(MS(2))
ke
{1,2,3,...,2(hy + ny) + 3}
dengan aturan sebagai berikut :

fwH) =i i=1,2,...,m



fW) =n  +2+i i=1,2,...,n
fd) =n, +2

fW§) =n; +1

fivd) =2n +2n, + 4 —i i=1,2,..

fWiv?) =n,+2n, +3—1i i

f(v%vg) =n; + an +3

1,2, ..

., N1

., N2
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Dapat dengan mudah ditunjukkan bahwa f adalah fungsi bijektif. Selanjutnya

akan ditunjukkan bahwa f adalah pelabelan total sisi ajaib.

Untuk sisi v{v} diperoleh

fW)+ fWiv) + fw) =n +2+ 2n +2n, +4—i+i

= 37’11 + 27’12 + 6.

Untuk sisi v3v? diperoleh

fW)+ fWvH+ fH=m+1+n+2n,+3—i+n; +2+1i

= 37’11 + 2n2 + 6.

Untuk sisi v§vé diperoleh

FW)+ fWhvd) + fWd)=ny +24+n; +2n, +3+n, +1

= 37’7.1 +2n2 + 6.

Diperoleh bilangan ajaib

k:3n1+2n2+6

Dengan melihat peta dari V(MS'(2)) oleh f , yaitu

fwl) =i i=1,2,...,n

fW) =n  +2+i i=1,2,...,n



fw§) =ny +2

fwi) =n; +1

maka terlihat bahwa V(MS'(2)) dipetakan ke
{1,2,3, ...,m+n+2}={1,2,3, ..., p(MS(2))}.

Dengan demikian, terbukti bahwa MS*(2) adalah super sisi ajaib.

Teorema 2.
Graf multi star MS'(3) adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib
k=3n; +2n, +3n3+8
Bukti
Graf MS'(3) dapat digambarkan sebagai berikut:

MSH(3):

Diperoleh bahwa p(MS*(3)) + q(MS*(3)) = 2(ny + n, + n3) + 5.
Konstruksi suatu relasi f dari

V(MS(3)) U E(MS(3))
ke

{1525 35 cees 2(n1+ ny + n3) +5}

Vs

29
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dengan aturan sebagai berikut :

fwH) =i i=1,2,...,m
f)=n +n3+ 2+i i=1,2,...,n
fW)=n +1+i i=1,2,....n3

fwg) =ny +nz +2
fW§) =n; +1

fwd)=ny+n, +n3;+3

fiv)) =2n; +2n, + 2n; + 6 — i i=1,2,...,m
fWiv?) =ny +2n, +2n3+ 5 —1i i=1,2,...,n
fWdvd) =n +ny+2n; +4—1i i=1,2,...,n3

fivd) =ny + 2n, +2n3 + 5
fWavd) =ny +ny, +2n5 + 4
Dapat dengan mudah ditunjukkan bahwa f adalah fungsi bijektif. Selanjutnya
akan ditunjukkan bahwa f adalah pelabelan total sisi ajaib.
Untuk sisi v{v} diperoleh
fH+ fWv) + fWD) =n +n3+2+ 2n; +2n, +2n3+ 6 —i+1i
= 3ny + 2n, + 3n3 + 8.
Untuk sisi v3v? diperoleh
f@i) + fwgvi) + W)
=m+1+n+2n,+2n3+5—i+n +nz+ 2+1
= 3ny + 2n, +3n3 + 8.

Untuk sisi v3v? diperoleh
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f@)+ fwivd) + fW))
=n;+n+ng+3+n+ny+2n3+4—-i+n;+1+14
= 3ny + 2n, + 3n3 + 8.
Untuk sisi v{vé diperoleh
fWH+ fwivd) + fW3)=n;+n3+2+n; +2n, +2n3+5+n, + 1
= 3ny+2n,+3n3+8
Untuk sisi v3v3 diperoleh
f@i) + fwgve) + fw5)
=m+1+n +ny+2n3;+4+n;,+n,+n3+3
= 3ny +2n, +3n3+8
Diperoleh bilangan ajaib
k=3n; +2n,+3n;+8

Dengan melihat peta dari V(MS'(3)) oleh f , yaitu

fwH) =i i=1,2,...,n
fWH)=n+n3+ 2+ i=1,2,...,n
fWH=n +1+i i=1,2,...,n;

fWd) =n, +n3+2

fws) =n; +1

fWd)=n;+n,+n3;+3

maka terlihat bahwa V(MS*(3)) dipetakan ke
{1,2,3,...n; +ny +n3 + 3} ={1,2,3, ..., p(MS'(3))}.

Dengan demikian, terbukti bahwa MS*(3) adalah super sisi ajaib.
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Teorema 3.
Graf multi star tipe 1 MS'(m) adalah super sisi ajaib, untuk bilangan asli m,

dengan bilangan ajaib

Bukti
Graf multi star tipe 1 MS*(m) dapat digambar sebagai berikut.
MS*(m):
vh V2 v,
v v's V2, V2 v vy
v v v™o
Vi vl V2 V2 Vi v™,

MS*(m) mempunyai himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut:

1 — (a1 1 1 .2 .2 2 1,2, .3
VIMS'(m)) = {v1,v3, .., Uy, V1, V3, oo, Vi, s Une 5 V0, V3, Vg e VO 1 dan

EMS'(m)) = (vhv),j = 1,2, .., i = 1,2, .., mJof{vgvg ™ k=1,2,...,m-1}.
Jadi, MS*(m) mempunyai order
p(MS M) =ny+ny+n3+ ... +np + m
dan mempunyai ukuran
qMS'(m)) =n;+ng+ns+ ...+ np + (M—1).
Dengan demikian, makap + q=2(ny + nz + Nz + ... + ny) + 2m -1,
Untuk m ganjil, konstruksi suatu relasi f dari
V(MS*(m)) U E(MS'(m))

ke



{1,2,3,...,2(n1 +ny+nz+ ... +ny) +2m -1}

dengan aturan sebagai berikut :

ng+nz+-+m_ +]§, Jj genap

fw) = m-1 j+11 . .
ngtng et ng +——+ [nz +ng+-+n_ +T],1gan]ll

j—1
n +n3+---+i+]T, jganjil;i = 1,2,...,nj

Y —
fl) = m-1 i
n1+n3+~--+nm+T+[n2+n4+---+l+§],1genap;1=1,2,...,nj

ny+ng+ot g+ 2 F s+ ny)
g+t + 2 A+, )—i—j+2m+1,  jgenap
no+ng+ot i+ 2N F g Ny
Ay +ng g +2(ng Az Ny g) —i—j + 2m+ 1, ganjil

(
f(wv]) = !I
\

Nz 4t g+ 2Ny F Nzt ny,)
g +ng+ 4 n +2(ngy A s+t g )+2m—j,  jgenap
Ny +ng+oc b+ 2N Mg o+ Ny,
g+ g+ Ay +2(ng Fnjys + o+ g ) + 2m — i, j ganjil

(
flmgw™) = !

|

{
Relasi f akan menghasilkan pelabelan super sisi ajaib pada graf multi star
MS!(m) dengan bilangan ajaib

Sm+1
2

k=3 +nz+-+n,) +2my+ny +-+n,_1)+
untuk bilangan asli ganjil m.
Untuk m genap, konstruksi suatu relasi f dari
V(MS*(m)) U E(MS'(m))
ke
{1,2,3,...,2(np+ny+ng+ ... +ny) +2m -1}

dengan aturan sebagai berikut :

ng+ng+ -+ +%, j genap

f(v(j)): m j+1] . ..
ngtng et ng, g+ 4+ [nz +ng+Hng +T],jganjll

33
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—1
ng+ng+--+i +]—, jganjibi=12,..,n
f@)) = 2 -
¢ m 1], ;
n+ny+--+n, 4 +?+ n, +n4+---+l+§ Jjgenap;i=12,..,n
n+ng+oc g+ 2y A0+ )
gy g+ A i+ 2N F M+t ny) —j+2m+ 1, jgenap
n+ng+o A, i+ 2N F et nyg)
g +ng+ 40y +2(ng H 0z o+ ny) — i —j +2m+ 1, ) ganjil

(
f@&ﬂ={
\

n+ng+oc g+ 2y A0+ )
g +ng+ 4 n +2(n, + s+ ny,) +2m—j,  j genap
n+ng+ot 20 A g+ )
Ay + g+ Ay +2(ng F s + 4 ny) + 2m -, j ganjil

(
ﬂ%%ﬂ=!

|

{
Relasi f akan menghasilkan pelabelan super sisi ajaib pada graf multi star
MS*(m) dengan bilangan ajaib

S5m+ 2

k=3(n1+n3++nm_1)+2(n2+n4++nm)+ 2

untuk bilangan asli ganjil m.

B. Pelabelan Super Sisi Ajaib pada Graf Multi Star Tipe 2 MS*m)

Graf yang diperoleh dari gabungan USni ditambah titik V' (i=1, 2, ..., m— 1)

i=1

i+1

dan sisi v; V' serta viv0 @i=1,2,...,m-1), dalam penelitian ini disebut graf multi

star tipe 2 dan dilambangkan dengan MS?(m). Berikut adalah gambar graf multi star

tipe 2.
2
MS“(m):
Vi VZZ
1 2
Vl1 Vi3 V21 Vs
°® -
1 1
Vl0 1% VZO 1%




Maka diperoleh,

1,1 1 .2 .2 2
V1, U2, s Upy V1 V2, ooy Uy ooy Un

_ 2,
v(G) = V§, V5, V8, e, VT

vl v 3 . o™

1.1 1.1 1.1 2.2 22 2.2
vovl,vovz,...,vovnl,vovl,vovz,...,voan,...,v()”v,vglvgl,...,vglv,’[}n}

m—1

E(G) ={

vivh, vdvl, vdv?, vl pty
Jadi, MS*(m) mempunyai order

p(MS(M)) =ny +my+nz+...+np+2m—1
dan mempunyai ukuran
qMS(m)) = ny + 2+ g+ ... + Ny + 2(m — 1).

Dengan demikian, makap + q=2(n; + N + n3 + ... + ny) + 4m - 3.

Teorema 4:
Graf multi star MS?(2) adalah super sisi ajaib dengan konstanta ajaib
k =3(n; +ny)+8.

Bukti:

Misal G = MS?(2), maka G dapat digambarkan sebagai berikut:

MS?(2):

Maka

35
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— (1 1 1 1.,,2 1,2 .2 2.1 2,1
V(G) = {v], v}, v}, .., vl ;vE vE, v, ..., v, vd, vd; vt}
dan

=111 1.1 1.1, 2.2 222 2.2 ..1.T 2.1
E(G) {vovl,vovz,...,vovnl, VHVT, Vi V3, s Vi Vi, s VoV, VGV }

Jadi akan diperoleh:
p=n;+n,;+3,danqg =n; +n, + 2.
Sehinggap +q=2(n; +ny) +5

Misalkan dibuat pelabelan sebagai berikut:

n+n,+1 n +4

Terdapat pola pelabelan f sebagai berikut:

fW)=n_ +k-1D+i,1<i<n,1<k<2
f)=n+n,+(k+1),1<k<2

fW)=m+i1=1

fiv) =2n+2n,+6—-i,1<i<n

fWdv?) =n +2n,+4—i,1<i<n,

fkv) =n +2n +7-(k+D,1<k<2,1=1

Dapat ditunjukkan bahwa f adalah fungsi, yang memetakan V(G) U E(G) ke

{1,2,3,...,p+ q}. Karena [V(G) U E(G)| = 1{1,2,3,...,p + q}| dan f dapat
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ditunjukkan injektif maka sudah pasti f adalah surjektif. Karena f injektif
juga sekaligus surjektif, maka f bijektif.

Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G berlaku
fO+fOy)+f) =k
a. Untuk sisi viv! di G diperoleh:
fFW)+ W) +f@) =M +n, +2)+@ny+2n, + 6 — i) +1i
=3n,+3n,+8
b. Untuk sisi v3v? di G diperoleh:
f@e) + fwivi) + fWwh)
= +n,+3)+(my+2n,+4—-i)+(y +1+19)
=3n;+3n,+8
C. Untuk sisi v&v! di G diperoleh:
fwh) + f(wbv') + W)
=n+n,+k+1]+[n;+2n,+7—-(k+1)]
+ [ny + 1]
=3n,+3n,+8
Jadi G adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib:
k=3n,+3n,+8
Akan ditunjukkan bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.
a) Titik v¥
Diketahui f(vE) =np_1 + (k=D +i,1<i<n,1<k<2

Karena1 <i <mn
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Maka [ng_1+(k—-—D]+1<[n 1+ k-D]+i<[np_1+k—-D]+n

ng1+k<n_+k-1D+i<n,_;+k-1)+n,

1<n_4+k<n_1+k-D+i<n_1+k-1D+n,<n +n,+3

1<n,_1+k-1)+i<n +n,+3

Jadi1 < f(vF) <p

b)  Titik vk

Diketahui f(vf) =ny +ny+ (k+1),1<k <2

Karena 1<k<2

Maka (n;+n, + 1) +1<(m+n+1D)+k<(n +n,+1)+2
n+n+2<n+n,+k+1)<n;+n,+3
n+n+2<n+n,+k+1)<n;+n,+3
l<n+n+2<n+m+k+1)<n+n,+3

l<n+n,+(k+1)<n;+n,+3

Jadi1 < f(vf) <p

c.  Titik v

Diketahui f(v)) =n, + 1,1 =1

Dengan [ = 1, pola untuk titik v’ bisa ditulis £ (vT) = n; + 1.

Karenal<n;+1<n;+n;+3

Maka 1< f(v!) <p

Jadi terbukti bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.

Terbukti bahwa graf G adalah super sisi ajaib.
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Teorema 5:
Graf multi star MS?(3) adalah super sisi ajaib dengan konstanta ajaib
k =3(n, +n, +n3)+13.
Bukti:

Misal G = MS%(3), maka G dapat digambarkan sebagai berikut:

2(9Y.
MS<(3):
2
Vlz Vo V32
1 2 3
2
v Vs Va V3V31 Vs
L 4
) v
1 1% 2 2
Vo Vo Vo
1 1 3 3
Vin Vg Vi n2 Vg V'n3 Vg
Maka

_ (.1 .1 1 .,,2 4,2 2 ...3 .3 3.,1 .2 3.7 .72
V(G) = {vl,vz,...,vnl,vl,vz,...,vnz,vl,vz,...,vng,vo,vo,vo,v Y }

dan
E(G)

1.1 ,,1.,1 1,1 . ,,2,,2 .,2.,2 272 21,33 ,3,,3 3.,3 .
_JVoVL, VgVg, o, Vo Unys VGVT, VGVS, wn, Vg Vs, Vo VT, Vg V2, - Vo Unys

viv!, viv!, viv?, viv?

Jadi akan diperoleh:

p=n;+n,+n3;+5danqg =n; + n, + n3 + 4.

Maka pt+gq=(ny+ny+n3+5) +(n;+n,+n3+4)
=2(ny +ny,+n3)+9

Diberikan pelabelan f pada titik sebagai berikut:
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n +n,+1 n+4 n+n,+n+2

Terdapat pola pelabelan graf G sebagai berikut:

n +n,+5

fFO)=nm s+m+k-1D+i,1<i<n,1<k<3

fFwE)=n +ny+n3+k+2),1<k<3

f@)=n +4+n+,1<1<2

fiv) =2n+2n,+2n;+10—i,1<i<mn

fWdv?) =ny+2n, +2n;+8—i,1<i<n,

fWvd)=n +n,+2n;+6—i,1<i<ng

FWEvD) =ny +ny 4+ + 2ng4qy + o+ 203 + 11— (k + D),
1<k<3,(k-D<I<k

Dapat ditunjukkan bahwa f adalah fungsi, yang memetakan V(G) U E(G) ke
{1,2,3,..,p + q}. Karena |V(G) UE(G)| = |{1,2,3,...,p + q}| dan f dapat
ditunjukkan injektif maka sudah pasti f adalah surjektif. Karena f injektif
juga sekaligus surjektif, maka f bijektif.

Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G berlaku

fC+ ) +f) =k

a. Untuk sisi viv! di G diperoleh:
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fo) + f(vbvi) +£(vi)
= +ny+n3+3)+@2ny+2n, +2n3+10—-i) +i
=3(n; +n, +n3) +13
b. Untuk sisi v3v? di G diperoleh:
fWi) + fWivi) + W)
= +n,+n3+4)+ (M +2n,+2n;+8—i)+(n; +1
+ 1)
=3(n; +ny, +n3) + 13
c. Untuk sisi v3v; di G diperoleh:
fWo) + fWivi) + fwi)
= +n,+n3+5+Mm+ny+2n;+6 —1i)+ (ng +ny
+24+10)
=3(ny +ny, +nz) +13
d. Untuk sisi v&v! di G diperoleh:
f§) + Fwbvh + £(v1)
=[ny +ny +nz + (k +2)]
+ng +ny+ o+ 200y + o+ 20+ 11— (k+ )]
+[ng + - 4+n +1]
=3(n; +ny +n3) +13
Jadi G adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib:
k =3, +n, +n3) +13

Akan ditunjukkan bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.
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a.  Titik vk
Diketahui f(vf) =ng o +m 1+ (k—1D+i,1<i<m,1<k<3
Karenal <i<mn,
Maka Mg+ + (k=D +1< [+ +k=-D]+i <
[Mg—2 + -1 + (k — D] + 1y
N+ +hk<n_,+nm 1 +k—-—1D+i<n_,+n_1+Kk—-1)+n;
1<m,+nqtk<m_,+n_ 1+ k-1 +i
<, +n . +k-—1D4+n.<n +n,+n3+5
1<n_,+n_1+k-1)+i<n +n,+n3+5
Jadi1 < f(vF) <p
b. Titik vk
Diket f(vE) =ny +ny +n3 + (k+2),1<k <3
Karena 1<k<3
Maka (ni+n,+nz+2)+1<(ni+ny+nz+2)+k<n+n,+n3z+
2)+3
n+n,+nz3+3<n;+n,+n3+(k+2)<n;+n,+n3+5
l1<n+ny+n3+3<n;+ny+n3+k+2)<n;+n,+n3+5
1<n+ny+n3+(kk+2)<n +n,+n3;+5
Jadi1 < f(vf) <p
c.  Titikv!
Diketahui f(v!) = ny + - +n +1,1 <1< 2

Karenal<1<?2
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Makan; +--+nm+1<n+--+m+Il<n+-+n+2
1<my+-+nmy+1<n+-+n+l<n+-+n+2
<n +n,+n3+5
Jadi 1< f(vl) <p
Jadi terbukti bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.

Terbukti bahwa graf G adalah super sisi ajaib.

Teorema 6:

Bukti:

Graf multi star MS?(4) adalah super sisi ajaib dengan konstanta ajaib

k=3(n1+n2+n3+n4)+18

Misal G = MS%(4), maka G dapat digambar sebagai berikut:

Ovy

1 .1 1 ..,2 2.2 2 ..,3 2.3 3 .,4 .4 4
VG V1, V2, e Un s V1, V3, oo U3 V1, V2, v, Ungs U1, Vg, e, Uy,
(@) = 1.2 .3 4,1 2 3
Vg, V5, Vg, VoV, V5,V
dengan

v{ adalah titik pada S{;}, dengan vé sebagai titik pusat, dani =1, 2, ..., nj serta

j=1,23,4.
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v! adalah titik pengait antara v} dengan v4*?, untuk 1 =1, 2, 3.

Maka

1.1 1.1 1.1, 2,2 2.2 2.2 .
VUL, VGV3, oy Vg Vn 5 VGVUT, VGVS, oo, VG VR, 5

—J) 3.3 33 3.3 . 4 4 4 4 4,4
E(G) = { v§vi,viv3, ..., viv ;s vivt, vivs, ..., vivr,

v3v, vl viv2, vive, viv3, viv3
Jadi akan diperoleh:
p=ny+n,+n3+n,+7,dang =n; +n, + n3 +n, + 6.
Maka p+q=(ni+n,+n3+n,+7)+(n;+n,+n3+n,+6)
=2(ny+ny, +nz3+ny)+13
Buat relasi f dari V(G) U E(G) ke {1, 2,3, ..., 2(ny + n, + n3 + ny) + 13}
dengan aturan berikut
fFW)=nm s+mo+m 1 +k-1D+i1<i<n,1<k<4
fWE)=n +ny+n3+n,+(k+3),1<k<4
f(vi) =m+n, +--+n+[1<1<3
fiv) =2n+2n, + 2n3+2n, + 14— i, 1<i<n
fWdv?) =ny+2n, +2n3+2n, +12 —i,1<i<n,
fWv))=n +n,+2n;+2n,+10—i,1<i<ng
fivH =ni+n,+ng+2n, +8—i,1<i<n,
f(v(’)‘vi) =ng +ny+ -+ + 204y + 204 + oo+ 201, + 15—
(k+0),1<k<4,(k-1)<I<k
Dapat ditunjukkan bahwa f adalah fungsi, yang memetakan V(G) U E(G) ke

{1,2,3,...,p+ q}. Karena [V(G) U E(G)| = 1{1,2,3,...,p + q}| dan f dapat
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ditunjukkan injektif maka sudah pasti f adalah surjektif. Karena f injektif
juga sekaligus surjektif, maka f bijektif.

Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G berlaku f(x) +
fGy)+ ) =k
a. Untuk sisi viv! di G diperoleh:
fo) + f(vovi) +£(v)
=i +ny+tnz+n,+4)
+(2ny+2n, +2n3+2n,+ 14 —10) + i
=3 +ny+n3+ny)+18
b. Untuk sisi v3v? di G diperoleh:
fWd) + fWiv?) + fWH) =y +ny+n3+n,+5)+ (ng +2n, +
2nz3 +2n, +12—-)+ (ny + 1 +10)
=3(ny+n; +n3+n,) +18
C. Untuk sisi v3v? di G diperoleh:
fWo) + fWivi) + W)
=y +n, +n3+n,+6)
+(ny+ny+2n3+2n,+10—-i)+(ny +ny, + 2 +10)
=3y +ny, +n3+ny) +18
d. Untuk sisi vgv; di G diperoleh:
fWo) + flwgvi) + fWi)
=y +ny+n3+nyg+7)+ g +ny+2n3+2n, +8—1)

+(n1+n2+n3+3+1)
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=3, +ny, +n3+ny) +18
€. Untuk sisi v v! di G diperoleh:
fwt) + oD + ()

=[ny +ny +n3 +ny + (k + 3)]
+ [y +ny + oy + 20040y + 20 + 0+ 20 + 15
—(k+ D]+ [n+ny, + -+ n + 1]
=3(n, +n, +n3 +ny) + 18

Jadi G adalah total sisi ajaib dengan bilangan ajaib:

k=3(n;+n,+n;+n,)+18

Akan ditunjukkan bahwa f memetakan V ke {1,2, 3, ...,p}.

a. Titik v¥

Diketahui f(V¥) = ng_g + ng_g + g + (k= D +i,1 < i < ny,

1<k<4

Karena1 <i <ny

Maka

Mz +np_+n_1+k-D]+1<[np_s3+n,_,+n,4+k—-1D]+1i

<[ng_3+n,_, +n,_4+k—-1]+n,
Mg+ +n_+k<n, s3+n,_,+n,_,+k-—-1)+1i
<Nng_s3+n,_,+n,_1+k-—-1)+n,
1<n s+n_,+n_1+k<n, s+n,_,+n,_,+k—-1)+i
<ny_s3+n,_,+n,_,+k-1)+n,

<n1+n2+n3+n4+7
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1<n,3+n 4 +(k—-1D+i<n +ny+ny3+n,+7
Jadi1 < f(vF) <p
d. Titik vk
Diket f(v) =ny +ny +n3 +n, + (k+3),1<k <4
Karena 1<k<4
Maka (ni+n,+nz+ns+3)+1<(my+ny+nzg+ns+3)+k<n;+
ny,+ny+nys+3)+4

n+n,+ng+ng+4<n;,+n,+ng+n,+ (k+3)
Snytny,+ng+ng+7
l<ni+n+m3+my+4<n +ny+n3+ns+(k+3)
<n+ny+ng+ng+7
Jadi1 < f(vf) <p
e.  Titik v/
Diketahui f(v!) = ny+ny + -+ n + 1,1 <1 <3
Karenal <[ <3
Maka
ntn, + -+ +1<m+n, +--+n+l<n+n, +---+n; +3
1<min, +--+nm+1<m+n, +--+n+Ii<m+n, +--+n,+3
<n+ny+nz+n,+7
Jadi 1< f(vl) <p
Jadi terbukti bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.

Terbukti bahwa graf G adalah super sisi ajaib.



48
Berdasarkan pola pelabelan titik dan sisi pada graf multi star MS?(2),
MS?(3), dan MS?(4), maka dapat diambil suatu generalisasi untuk pola pelabelan
titik dan sisi pada graf multi star MS?(m) sebagai berikut:
a. Titik vk
m=2= f(v))=n_; +(k—1) +i
m=3=fW)=n_,+n_ +k-1)+i
m=4= f(w) =n_3+n_y+n_; +k-1)+i
Jadi disimpulkan:
F(WF) = mk—m-1) + Me—m-zy + =+ M1 + (k= 1) +1i
fO)=n+m++m_ +k-D+i1<k<ml1<i<n
b. Titik v§
m=2= f(vk) =n  +n, + (k+1)
m=3= f(vk) =ny  +n, +n3 + (k+2)
m=4= f(vk) =ny +ny, + ng +n, + (k +3)
Jadi disimpulkan:
f(v(’)‘) =m+ny+ny+-+n,+k+(m—-1),1<k<mm=2
c. Titik v!
m=2=>f(v[)=n1+~--+nl+l
m=3=>f(v[)=n1+~--+nl+l
m =4=>f(vi) =m+ny;+--+n +1

Jadi disimpulkan: f(v) =ny4+ny, +--+n+L1<Il<m-1
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Sisi v{ v!
Sisi vjv}

m=2= f(wiv}) =2n,+2n,+6—1i

m=3= f(wiv}) =2n; + 2n, + 2n3 + 10 — i

m=4= f(wiv}) =2n, +2n, + 2n3 + 2n, + 14 — i

Jadi disimpulkan: f(vivl) = 2(ny +ny + -+ n,) +4m—2 —i

Sisi v3v?

m=2= f(wiv?) =n; +2n, + 4 —i

m=3= f(viv?) =ny +2n, +2n; +8—1i

m=4= f(wiv?) =n; + 2n, + 2n3 + 2n, + 12 —i

Jadi disimpulkan: f(viv?) =ny +2(ny +ns + -+ n,) +4m—4—i
Sisi v3v}

m =2 = f(v3v?) tidak ada

m=3= f(wiv) =ny+n, +2n3+6 —i

m=4= fwivd) =n; +n, +2n3 + 2n, + 10 — i

Jadi disimpulkan: f(v3v?) =ny +ny, + 2(ng + -+ n,) +4m—6—1i
Sisi vgv!

m = 2 = f(viv}) =tidak ada

m =3 = f(viv}) =tidak ada

m=4= f(vgv}) =n, +n, +ng+2n, +8—1i

Jadi disimpulkan:

fwev) =ny +ny+ng +2(ng + -+ n,y) +4m—8 — i

49
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Sehingga, untuk sisi v§v¥:
fivh) =2y +ny ++n,)+4m—-2—1i
fWiv?) =nm +2(ny+ng+-+n,)+4m—4—i
fWv))=n +n,+2(ng+ - +n,)+4m—6—1i
fwivh) =ng +nptns + 2y + - +np) +4m—8 —1i
Jadi disimpulkan:
fbvE) =n +ny + -+ g1y + 200 + Mgy + -+ 1) + 4m — 2k — |,
1<k<ml<i<my,m=2
e. Sisi viv!
m=2= f(vlgvi) =n;+ 24 +7—(k+1)
m=3= f(vkvl) =ny +ny+ 4+ 2ngqy + o+ 205 + 11— (k + 1)
m=4= f(vlévz)=n1+n2+---+n,+2n(,+1)+---+2n4+15—(k+l)
Jadi disimpulkan:
(k) =4y + oy 4 2005 g ) Am = (kD)
m>2,(k-1)<I<k
f. Bilangan ajaib k:
m=2= f(k) =3(n; +n,)+8
m=3= f(k) =3(ny +n,+n3)+ 13
m=4= f(k) =3(ny+n,+n3+n,)+18
Jadi disimpulkan: f(k) =3(ny +ny+--+n,)+5m—2,m=>2
Dari beberapa pola di atas, maka dapat dibuat generalisasi dalam bentuk

teorema berikut:
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Teorema 7:
Graf multi star MS?(m) adalah super sisi ajaib, untuk bilangan asli m, dengan
konstanta ajaib

k=3(ni+ny+-+n,)+5m—2,m=2

Bukti:
2
MS“(m):
V12 sz
1 2
V11 Vs V21 Vs
@ @
1 1
Vi v i v
1 2
Vin Vg V2 Vg
1,1 1 .2 .2 2
vl,vz,...,vnl,vl,vz,...,vnz,...,v,’l"m
_ 2,
V(G) = V8, V5, V8, e, VT
vl v 3 . o™
1.1 1.1 1.1 2.2 2.2 2.2
E(G) = {vovl,vovz,...,vovnl,vovl,vovz,...,vovnz,...,vf,”v, v(,”vﬁ”,...,v()”v,ﬁ’:n}
- 1.7 2.1 .22 -2, m—1 m—1
vov, viv, vgve, L vgt cvm T vt v™

Jadi, MS?(m) mempunyai order
p(MS* M) =ny+ny+n3+... +np+2m—1
dan mempunyai ukuran
q(MS?(m)) = ny + Nz + Nz + ... +np + 2(m — 1).
Dengan demikian, makap + q=2(ny + nz +n3 + ... + ny) + 4m - 3.
Buat pola pelabelan f pada graf G = MS?(m) sebagai berikut:

L f)=n+n++m_ 1 +k-D+i1<i<n,1<k<m
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2. fW) =n+ny+ns++n,+k+(m—-1),1<k<m
3. fW) =m+ny +-4m+L1<l<(m—-1)
4. fwkvE) =ny+ny+ - +ng_gy + 20y + gy + o+ ) + 4m— 2k —
L 1<is<n,1<k<m
5. f(vkv!) =ny+ny + -+ + 20041 + Ny + o+ ny) +4m—
k+l+1),1<k<m(k—1)<I<k
Maka dapat ditunjukkan bahwa f adalah fungsi bijektif.

Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G berlaku f(x) +
fGy)+f(y) =k
a. Untuk sisi v§v¥ di G diperoleh:
f(wh) + f(whvf) + F(vF)
=[n+ny+nz+-+n, +k+(m-1)]
+ [y +ny 4 gy + 200+ nggg o 0y) + 4m
—2k—i]+[ni+ny+-+m_ +(k—1) +i]
=3ny+n, +--+n,)+5m—2
b. Untuk sisi v&v! di G diperoleh:
f§) + f(wbv') +£(v)
=[mn+n,+n3+-+n, +k+(m-1)]
+[ng +ng 4+ + 2(ngyy + gy, + o0+ ny) +4m
—(k+T+1)]+ [ng4ny + -+ np + ]

=3n+ny+--+n,)+5m-2
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Jadi G adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib:
k=3n;+n,+--+n,)+5m-—2
Akan ditunjukkan bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.

a. Titik v¥

Diketahui f(vE) =n;+ny + 4+ n_ + (k-1 +i,1<i<m,1<
k<m
Karenal<i<n,l1<k<m
Maka 1<i<mn
m+n+ ottt Ek-D+1<y+n++ny g+ k-D+is<ny
+ny+ g+ (k=1) +n
m+n+ ot tk<n+n+o+n g+ k-D+i<n +ny+--
+n_1+k—1)+n
1<n+ny+-+m_q+k<n+n+--+n_1+k-1D+i<n +n,
+otmg+kk-D+n <ng+ny+-+n,+2m-—1
1<n+ny+-+nm_ 1 +k-1D+i<n +ny+-+n,+2m-1
Jadi 1< f(vF) <p
Titik v
Diket f(vE) =ny +ny+n3 ++n, +k+(m—-1),1<k<m
Karena 1<k<m
Maka n+n+nzg+-+n, +(m—-1)+1<n;+n, +ng+

et n, M- +k<n+ny+nz+-+n, +(m—-1)+m
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m+n,+ny+-+tn, +tm<n+n,+n3++n, +k+(m—1)
sm+ny+nz+--+n, +2m-1
1<n;+n,+ns+--+n, +m
<m +ny+nzy+-+n, +k+(m—1)
sm+ny+nz3+--+n, +2m-1
l<ni+ny+nzy+-+n,+k+(m—-1)<n;+n, +n3+
e+ n, +2m-1
Jadi 1< f(vE) <p
c. Titik v!

Diket f(vi) =n4n, ++m+L1<I<(m-1)

Karenal<l<(m-—1)

Maka ni4+n, +--4+n+1<n+n,+--4+n+Il<n4n, +--+n +
(m—-1)
1<m+ny+-+nm+1<n+n,+--+n +1

<mt+n,+--+n+(m-1)
<n+n,+ng+--+n, +2m-1
1<m+ny,+-+n+1<n+n, +--+n; +1
<n+n+nzg+--+n, +2m-1
Jadi 1 <f(v[) <p
Jadi terbukti bahwa f memetakan V ke {1, 2,3, ..., p}.

Dengan demikian, terbukti bahwa G = MS?(m) adalah super sisi ajaib.
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C. Pelabelan Total Sisi Ajaib pada Graf Hairy Cycle C’,,

"

Misalkan S, S, , S ., adalah graf star masing-masing beroder

N1, N2, N, ..., dan Ny, serta v; adalah titik pusat dari S,, - Graf yang diperoleh dari
gabungan LmJSni ditambah sisi v} v;"(i=1, 2, ..., m — 1) dan vjvJ' adalah graf
i=1
sikel berambut (Hairy Cycle), dan dinotasikan dengan C’y. Dalam penelitian ini
juga ditunjukkan pelabelan pada graf hairy cycle, dengan kasus khusus pada
NI=N;=N3=...=Np=C.
Teorema 8:
Graf Hairy Cycle €, dengan m rambut untuk masing-masing titik pada
sikel adalah total sisi ajaib.
Bukti:
Pelabelan total sisi ajaib pada suatu graph G dengan order p dan ukuran g
adalah fungsi bijektif f dari V U E ke himpunan bilangan bulat {1,2,3, ...,
p + q} sedemikian hingga untuk masing-masing sisi xy di G berlaku
f(x) + f(xy) + f(y) = k, dengan k konstanta. Maka untuk membuktikan
teorema 3.1 perlu ditunjukkan bahwa :
) G adalah fungsi bijektif f dari V U E ke himpunan bilangan bulat
{1,2,3,...,p + q}
i) untuk masing-masing sisi xy di G berlaku
fQ+ )+ =k
Misal:
V(G) = (ay, a1, ay,az, ..., ay, by, by, by, b3, ..., by, Co,C1,C2C3y vy C)

yang dikelompokkan sebagai berikut:
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V1 (G) = (ag,a4,ay,as, ..., ay)
V,(G) = ( by, by, by, b3, ..., by,)
V2(G) = (cp,€1,€2,C35 w0y )
Dimana:
a, sebagai titik pusat V;(G) dan a4, a,,as, ...,a, Sebagai titik ujung
V1 (G). b, sebagai titik pusat V,(G) dan by, by, bs, ..., b,,, sebagai titik
ujung V, (G). ¢, sebagai titik pusat V3 (G) dan ¢4, ¢y, c3, ..., ¢, S€bAgal
titik ujung V3 (G). Sedangkan ay, bydan ¢, saling terhubung.
E(G) =
(apaq, apay, ..., AgQy, agbg, byby, byby, ..., boby,, byCy, - - -, CoCm, CoQp)
yang dikelompokkan sebagai berikut:
E;(G) = (apay, apay, ..., gy, aghy)
E5(G) = ( byby, byb,, ..., byb,,, bycy)
E;(G) = (cycq,CoCyy ey CoCmy» Co Qo)
Jadi untuk C; dengan m rambut
p=3(m+1),dang =3(m+1).
Makap +q=3(m+1)+3(m+1)
=6(m+1)

Graf Hairy Cycle C; dengan m rambut dapat digambar sebagai berikut:

a C

Gambar 3.8: Graf C; Dengan m Rambut
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dengan pelabelan sebagai berikut:

c+1 b,,+1

Gambar 3.9: Pelabelan Graf C; Dengan m Rambut

Definisikan fungsi f dari V(G)UE(G) ke {1,2,3,..,p +q} dengan
pengaitan sebagai berikut:

a. f(ag) =1

b. fla;)) =3i+2 untuki = 1,2,3,...,m

C. f(apa;) = (6m+6)—3i untuki =1,2,3,..,m

d. f(aghy) =6m+6 untuki = 1,2,3,...,m
e. f(by) =2
f. f(b)=3i+3 untuki =1,2,3,...,m

g. f(bob;) = (6m+4)—3i untuki=123,..,m

h. f(bocy) =6m+ 4 untuki = 1,2,3,...,m
i. f(cy) =3
J- flc)=3i+1 untuki = 1,2,3,...,m

K. f(coc;)) = (6M+5)—3i untuki=1,23,..,m

l. f(coay) =6m+5 untuki = 1,2,3,...,m

Maka:

) Akan ditunjukkan bahwa G adalah fungsi bijektif f dari V(G) U
E(G) ke himpunan bilangan bulat {1, 2,3, ..., p + q}

1) G adalah fungsi injektif
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Untuk titik di G
Ambil V; dan V; titik di G dengan f(V;) = f(V;). Akan dibuktikan i = j
sedemikian hingga V; = V;.
a. Untukl1<i<n,dan1<j<n.

Karena f(x;) = f (%)

Maka =]
b. Untukl1<i<m,dan1<j<m.

Karena f(a;) = f(a;)
Maka ni+2=nj+2
i=j
Jadia; = q;
C. Untukl1<i<m,dan1<j<m.
Karena f(b;) = f(b)

Maka ni+3=nj+3

i=]

Jadi b; = b;

d. Untuk1 <i<m,dan1<j<m.
Karena f(c,) = f(¢))

Maka ni+1=nj+1

i=]
Jadi¢; = ¢

Untuk sisi di G



a. Untukl1<i<m,dan1<j<m.
Ambil apa; dan aya; sisidi G dengan f(apa;) = f(aoq)
Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga aga; = ayq;.
Karena f(apa;) = f(aoq)
Maka é6m + 6 —3i = 6m + 6 — 3j

i=j
Jadi apa; = ayaq;.
b. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil byb; dan byb; sisidi G dengan f(byb;) = f(bob;)
Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga byb; = byb; .
Karena f(byb;) = f(byb;).
Maka 6m + 4 — 3i = 6m + 4 — 3j

1=]
Jadi bob; = byb;.
C. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil ¢, c; dan cy¢; sisidi G dengan f(coc;) = f(coc;)
Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga cyc; = co¢;.
Karena f(cqc;) = f(cocy)-
Maka 6m +5—3i =6m+ 5 —3j
i=]
Jadi coc; = oG-
Jadi f merupakan fungsi injektif dari V(G) U E(G) ke {1,2,3,

2) G adalah fungsi surjektif

.,p+q}
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Akan ditunjukkan bahwa V (G) U E (G) dipetakan ke {1,2,3,...,p + q}

a. Akan dibuktikan 1 < f(a;) <p +q

Diketahui f(a;,) =i,v1<i<m

Karenal<i<m

Maka 1<i<m<3i+2
1<i<3i+2

Jadi1 < f(a;)) <p+gq

b. Akan dibuktikan 1 < f(b;) <p +q

Diketahui f(b;) =i,v1<i<m

Karenal<i<m

Maka 1<i<m<3i+3
1<i<3i+3

Jadilt<f(b)<p+gq

C. Akan dibuktikan 1 < f(¢c;) <p +q

Diketahui f(¢;) =i,V1<i<m

Karenal <i<m

Maka 1<i<m<3i+1
1<i<3i+1

Jadi1 < f(b)) <p+q

d. Akan dibuktikan 1 < f(ag) <p+q

Diketahui f(ag) =n—2

Karenal<n-2<2n(m+1)

Jadi1 < f(ap) <p +q

e. Akan dibuktikan 1 < f(by) < p +¢q
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Diketahui f(by) =n—1

Karenal<n-1<2n(m+1

Jadi1 < f(by) <p+q

f. Akan dibuktikan 1 < f(cy) <p +q

Diketahui f(cy) = n

Karenal<n<2n(m+1

Jadi1 < f(cp) <p+q

g. Akan dibuktikan 1 < f(apa;) <p +q

Diketahui f(apa;)) =6m+6—3i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1<-1.i<-1.m
-1<—-i<-m
em+6—-2i—1<6bm+6-—-2i—i<bm+6—-2i—m
ebm+5—-2i<ém+6—3i<5m+6—2i
1<bm+5-2i<6m+6—-3i<5m+6—-2i<6(m+1)
1<6m+6-3i<6(m+1)

Jadi 1 < f(apa) <p+q

h. Akan dibuktikan 1 < f(byb;) < p+q

Diketahui f(bgb;)) =6m+4—3i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1 <-1.i<-1.m
-1<—-i<-m
ebm+4—-2i—-1<ém+4-2i—i<ébm+4—-2i—m

om+3—-2i<6m+4—3i<5m+4-—2i
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1<ém+3-2i<bm+4—-3i<5m+4-2i<6(m+1)
1<ém+4-3i<6(m+1)

Jadi 1 < f(byb;)) <p+q

i.  Akan dibuktikan 1 < f(coc;)) <p+¢q

Diketahui f(coc;) =6m+5—-3i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1 < —-1.i<—-1.m
-1<—-i<-m
bm+5—-2i—-1<6é6m+5-2i—i<é6m+5—-2i—m
om+4—-2i<6m+5-3i<5m+5-2i
1<em+4-2i<ém+5-3i<5m+5-2i<6(m+1)
1<6m+5-3i<6(m+1)

Jadi 1 < f(coc) <p+q

j- Akan dibuktikan 1 < f(aghy) <p +q

Diketahui f(agby) = 6m+ 6

Karenal<é6bm+6<6m+6

Jadi 1 < f(aghy) <p+q

k. Akan dibuktikan 1 < f(bycy) <p +q

Diketahui f(bycy) = 6m + 5

Karenal<é6m+5<6m+6

Jadi 1 < f(bycy) <p+q

l. Akan dibuktikan 1 < f(cqag) <p +q

Diketahui f(agby) = 6m + 4

Karenal<é6m+4<6m+6
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Jadi 1 < f(cpag) <p+q
Sehingga dapat disimpulkan bahwa 1 < f(V) <p+q dan 1 < f(E) <
p+q. Artinya V(G) UE(G) dipetakan ke {1,2,3,...,p + q}. Karena
[V(G)UVE(G)| =1{1,2,3,...,p+q}| dan f(G) adalah injektif maka
sudah pasti f(G) adalah surjektif. Karena f(G) injektif juga sekaligus
surjektif, maka f(G) bijektif.
i) Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G
berlaku:
fQ+fy)+f) =k
a. Untuk sisi aga; di G diperoleh:
f(ap) + flapa) + f(a;)) =1+ (6m+6)—3i+3Bi+2)=6m+9
b. Untuk sisi byb; di G diperoleh:
f(by) + f(bob) + f(b) =2+ (6bm+4) —3i+ (3i+3) =6m+9
C. Untuk sisi cyc; di G diperoleh:
flco) + fleoe) + f(c) =3+ (6mM+5)—-3i+@Bi+1)=6m+9
d. Untuk sisi agb, di G diperoleh:

flag) + flaphy) + f(by) =1+ (6mM+6)+2=6m+9
e. Untuk sisi byc, di G diperoleh:

f(by) + f(bycy) + f(cp) =2+ (6M+4)+3=6m+9
f. Untuk sisi agb, di G diperoleh:

f(co) + f(coap) + flap) =3+ (6mMm+5)+1=6m+9
Jadi graf Hairy Cycle C; dengan m rambut adalah total sisi ajaib dengan

bilangan ajaib: k =6m+9



64

Teorema 9:

Bukti:

Graf Hairy Cycle €, dengan m rambut pada masing-masing titik sikel

adalah total sisi ajaib.

Pelabelan total sisi ajaib pada suatu graph G dengan order p dan ukuran g
adalah fungsi bijektif f dari V' U E ke himpunan bilangan bulat {1,2,3, ...,
p + q} sedemikian hingga untuk masing-masing sisi xy di G berlaku
f(x) + f(xy) + f(y) = k, dengan k konstanta. Maka untuk membuktikan
teorema 3.2 perlu ditunjukkan bahwa :

i) G adalah fungsi bijektif f dari V U E ke himpunan bilangan bulat
{1,2,3, ..,p+q}

i) Untuk masing-masing sisi xy di G berlaku f(x) + f(xy) +
f) =k

Misal:

V(G) = (ag,aq,az, ..., @y, b, b1,by, ..., by, Co,€1,Cop vy Crny o, dq, dg, e, diy)
yang dikelompokkan sebagai berikut:

V1(G) = (ay,a4,ay,as, ..., ay,)

V5(G) = ( by, by, by, b3, ..., by)

V3(G) = (¢, €1,C9,C3, ey Cp)

V,(G) = (dy,dy,dy,d3, ..., dyy,)

Dimana:

a, sebagai titik pusat V;(G) dan a4, a,,as, ...,a, Sebagai titik ujung
11 (G). b, sebagai titik pusat V,(G) dan by, by, bs, ..., b,,, sebagai titik

ujung v, (G). ¢, sebagai titik pusat V5 (G) dan ¢y, ¢y, c3, ..., ¢,,, SEDAGAI
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titik ujung V5(G). d, sebagai titik pusat V,(G) dan dq,d,,d3, ..., d,
sebagai titik ujung V, (G). Sedangkan ay, by, ¢, dan d,, saling terhubung.

E(G)

= (apay, agQay, ..., AgQy,, Agbg, byby, boby, ..., boby,, boCy, CoC1,CoCa, -y
CoCm, Codg, dodq, dody, ..., dody, doay)
Yang dikelompokkan sebagai berikut:
Ei(G) = (apay, apay, ..., gy, aghy)
E,(G) = (byby, bybs, ..., byb,,, bycy)
E;(G) = (cycq,CoCay ey CoCmy Codo)
E,(G) = (dydy, dody, ..., dyd,, doag)
Jadi untuk €, dengan m rambut
p=4(m+1),dang = 4(m+1).
Makap +q =4(m+1)+4(m+1)

=8(m+1)

Graf Hairy Cycle C, dengan m rambut dapat digambar sebagai berikut:

a d

Gambar 3.17: Graf C, Dengan m Rambut

Dengan pelabelan sebagai berikut:



3n+3

~ @(2m+1)n+4

3n+2

5n+2

mn+2

@m+)n+2

Gambar 3.18: Pelabelan Graf C, Dengan m Rambut
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Didefinisikan fungsi f dari V(G) UE(G) ke {1,2,3,...,p + q} sebagai

berikut:

a  f(ap) =3

b.  f(a)=8i+7

c.  flapa) = (8m+5)—8i
d. f(aghy) ==8m + 4

e.  f(by) =8

f. f(b;) =8i+3

9. f(boh) = (8m+4)—8i
h. f(bocy) =8m+1

. f(co) =6

j. f(c)=8i+8

k. flcoc) = (8m + 1) — 8i
l. f(cody) =8m+ 2

m  f(dy) =7

n. f(d,)=8i+6

0.  f(dd) = (8m+2) — 8i

p. f(dyay) ==8m+5

untuki =1,2,3, ...

untuki =1,2,3,...,m

untuki =1,2,3,...,m

untuki =1,2,3, ...

untuki =1,2,3,...,m

untuki =1,2,3,...,m

untuki = 1,2,3, ...

untuki =1,2,3,...,m

untuki =1,2,3,...,m

untuk i = 1,2,3, ...

untuki =1,2,3,...,m

untuki =1,2,3,...,m
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Maka:
i) Akan ditunjukkan bahwa G adalah fungsi bijektif f dari V(G) U E(G)
ke himpunan bilangan bulat {1,2,3,...,p + q}
1) G adalah fungsi injektif
Untuk titik di G
Ambil V; dan V; titik di G dengan f(V;) = f(V;). Akan dibuktikan i = j
sedemikian hingga V; = V;.
a. Untukl1<i<n,dan1<j<n.

Karena f(x) = f(x)

Maka i=j
Jadl X; = Xj
b. Untukl1<i<m,dan1<j<m.

Karena f(a;) = f(a;)
Maka 2ni+7=2nj+7
i=]
Jadia; = q;
C. Untuk1 <i<m,dan1<j<m.
Karena f(b;) = f(b)

Maka 2ni+4=2nj+4

i=)

Jadi b; = b,

d. Untuk1 <i<m,dan1<j<m.

Karena f(c,) = f(q)



Maka 2ni+1=2nj+1
i=j
Jadi¢; = ¢
e. Untukl1<i<m,dan1l<j<m.
Karena f(d;) = f(d;)
Maka 2ni+2=2nj+2
i=j
Jadi d; = d
Untuk sisi di G
a. Untuk1<i<m,dan1<j<m.
Ambil aya; dan agq; sisi di G dengan f(apa;)
dibuktikan i = j sedemikian hingga aga; = ayq;.
Karena f(apa;) = f(aoa)
Maka 8m +5—8i =8m+ 5 —8j
i=]
Jadi apa; = aga;.
b. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil byb; dan bob; sisi di G dengan f(bob;)
dibuktikan i = j sedemikian hingga byb; = byb;.
Karena f(byb;) = f(byb;).
Maka 8m + 4 — 8i = 8m + 4 — 8j
i=j

\]adl bObi = bObj
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= f(apa;). Akan

= f(byb;). Akan
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C. Untukl<i<m,dan1<j<m
Ambil cyc; dan ¢y sisi di G dengan f(coc;) = f(coc;). Akan dibuktikan
i = j sedemikian hingga coc; = ¢o¢; .
Karena f(cqc;) = f(coc)).
Maka8m +1—8i=8m+1—8j
i=]
Jadi ¢oc; = ¢
d. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil dod; dan dyd; sisi di G dengan f(dod;) = f(dod;). Akan
dibuktikan i = j sedemikian hingga dd; = dd,.
Karena f(dyd;) = f(dyd;).
Maka 8m + 2 — 8i = 8m + 2 — 8j
i1=j
Jadi dod; = dod;.
Jadi f merupakan fungsi injektif dari V(G) U E(G) ke {1,2,3,...,p + q}
2) G adalah fungsi surjektif
Akan ditunjukkan bahwa V (G) U E (G) dipetakan ke {1,2,3, ...,p + q}
a. Akandibuktikan1 < f(a;) <p+q
Diketahui f(a;,) =i,v1<i<m
Karenal<i<m
Maka 1<i<m<8i+7
1<i<8i+7
Jadi1 < f(a;) <p+q

b. Akan dibuktikan1 < f(b;) <p+gq
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Diketahui f(b;)) =i,v1<i<m
Karenal<i<m
Maka 1<i<m<8i+3
1<i<8i+3
Jadil1 < f(b) <p+q
c. Akandibuktikan1 < f(¢;)) <p+q
Diketahui f(¢;) =i,v1<i<m
Karenal<i<m
Maka 1<i<m<8i+8
1<i<8i+8
Jadi1 < f(¢) <p+q
d. Akandibuktikan1 < f(d;) <p +¢q
Diketahui f(d;) =i,V1<i<m
Karenal <i<m
Maka 1<i<m<8i+6
1<i<8i+6
Jadil < f(d)<p+q
e. Akandibuktikan 1 < f(ap) <p +¢
Diketahui f(ag) =n—1
Karenal<n-1<2n(m+1)
Jadi1 < f(ap) <p+q
f. Akandibuktikan 1 < f(by) <p+q
Diketahui f(by) =n + 4

Karenal<n+4<2n(m+1)



Jadi1 < f(by) <p+q

g. Akandibuktikan 1 < f(cy) <p+¢q

Diketahui f(cy) = n + 2

Karenal<n+2<2n(m+1)

Jadi1 < f(cp) <p+q

h. Akan dibuktikan 1 < f(dy) <p+¢q

Diketahui f(dy) =n+ 3

Karenal<n+3<2n(m+1)

Jadi1 < f(dy) <p+q

i. Akandibuktikan 1 < f(aga;) <p+q

Diketahui f(aga;) =8m+5—-8i, V1<i<m

Karenal <i<m

Maka —1.1 < -1.i < —-1.m
-1<—-i<-m
8m+5-71-1<8m+5-7i—i<8m+5-7i—m
8mM+4-71<8m+5-8i<7m+5-7i
1<8m+4-7i<8m+5-8i<7m+5-7i<8(m+1)
1<8m+5-8i<8(m+1)

Jadi 1 < f(apa;)) <p+gq

j. Akan dibuktikan 1 < f(byb;) <p+q

Diketahui f(byb;) =8m+4—8i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1 <-1.i<-1.m

—1<—-i<—-m

71
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m+4—-7i—-1<8m+4—-7i—i<8m+4-7i—m
8m+3-71<8m+4-8i<7m+4-7i
1<8m+3-7i<8m+4-8i<7/m+4-7i<6(m+1)
1<8m+4-8i<8(m+1)

Jadi 1 < f(bob)) <p+q

k. Akan dibuktikan 1 < f(coc;) <p+¢q

Diketahui f(coc;)) =8m+1—-8i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1 < -1.i<—1.m
—1<—-i<-m
8m+1-7i—1<8m+1-7i—i<8m+1—-7i—m
8m—-7i<8m+1-8i<7m+1-7i
1<8m+7i<8m+1-8i</m+1-7i<6(m+1)
1<8m+1-8i<6(m+1)

Jadi 1 < f(coc) <p+q

I.  Akandibuktikan 1 < f(dyd;) <p +¢q

Diketahui f(dod;) =8m+2—8i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1 < -1.i < —-1.m
—-1<-i<—m
m+2-71-1<8m+2-7i—i<8m+2-7i—m
m+1-7i<8m+2-8i<7m+2-7i
1<8m+1-7i<8m+2-8i<7/m+2-7i<6(m+1)

1<8m+2-8i<6(m+1)



Jadi1 < f(dod) <p+q

m. Akan dibuktikan 1 < f(aghy) <p +q
Diketahui f(agby) = 8m + 4
Karenal<8m+4<8m+8

Jadi 1 < f(aghy) <p+gq

n. Akan dibuktikan 1 < f(bycy) <p +q
Diketahui f(bycy) = 8m + 1
Karenal<8m+1<8m+8

Jadi 1 < f(bycy) <p+q

0. Akan dibuktikan 1 < f(cody) <p +4q
Diketahui f(cody) = 8m + 2
Karenal<8m+2<8m+8

Jadi1 < f(cydy) <p+q

p. Akan dibuktikan 1 < f(dyay) <p +q
Diketahui f(dgay,) = 8m +5

Karenal <8m+5<8m+8
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa 1 < f(V) <p+q dan 1 < f(E) <

p+q. Artinya V(G)UE(G) dipetakan ke {1,2,3,...,p + q}. Karena

V(G)VE(G)| =1{1,2,3,..,p +q}| dan f(G) adalah injektif maka

sudah pasti f(G) adalah surjektif. Karena f(G) injektif juga sekaligus

surjektif, maka f(G) bijektif.

ii). Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G berlaku:

f+fy)+fy) =k
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a. Untuk sisi aya; di G diperoleh:
f(ay) + f(apa;) + f(a;)) =3+ (8m+5)—8i+(8i+7) =8m+ 15
b. Untuk sisi byb; di G diperoleh:
f(by) + f(bob;)) + f(b;) =8+ (8m+4)—8i+(8i+3)=8m+ 15
C. Untuk sisi cyc; di G diperoleh:
flco) + flcoe)) + f(c)) =6+ (B8m+1)—8i+(8i+8)=8m+ 15
d. Untuk sisi cyc; di G diperoleh:

fleo) + fleoe) + flc)) =7+ (B8m+2)—8i+(8i+6)=8m+ 15
e. Untuk sisi agb, di G diperoleh:

f(ag) + f(aghy) + f(by) =3+ (B8m+4)+8=8m+ 15

f. Untuk sisi byc, di G diperoleh:
f(by) + f(bycy) + f(cp) =8+ (Bm+1)+6 =8m+15
g. Untuk sisi cyd, di G diperoleh:
flco) + flcody) + f(dyg) =6+ (B8m+2)+7=8m+15
h. Untuk sisi dya, di G diperoleh:
f(dy) + f(dpay) + f(ag) =7+ (Bm+5)+3=8m+15
Jadi G(C, dengan m rambut ) adalah tota sisi ajaib dengan bilangan ajaib:

k=8m+n+11

Teorema 10:
Graf Hairy Cycle C, dengan m rambut untuk masing-masing titik pada
sikel adalah total sisi ajaib.

Bukti:
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Pelabelan total sisi ajaib pada suatu graph G dengan order p dan ukuran g
adalah fungsi bijektif f dari V' U E ke himpunan bilangan bulat {1,2,3, ...,
p + q} sedemikian hingga untuk masing-masing sisi xy di G berlaku
f(x) + f(xy) + f(y) = k, dengan k konstanta. Maka untuk membuktikan
teorema 3.3 perlu ditunjukkan bahwa :
i) G adalah fungsi bijektif f dari V U E ke himpunan bilangan bulat
{1,2,3,...,p+q}
i) untuk masing-masing sisi xy di G berlaku

fO+ )+ =k

Misal:

V(G) = (ag, a4, Az, ., Ay, bo, by, by, ey by, Coy €1y Coyvees Gy Aoy de,dy, oo, Ao,y €0,€1, €2, ey €)

yang dikelompokkan sebagai berikut:

V1(G) = (ag,a4,a;,as, ..., ay,)

V,(G) = ( by, by, by, b3, ..., by,)

V3(G) = (¢p,€1,C9,C3y ey C)

V,(G) = (dy,dy,dy,d3, ..., dp,)

Vs(G) = (eg,eq,ey,€3, w,€m)

Dimana:

a, sebagai titik pusat V;(G) dan a4, a,,as, ...,a, Sebagai titik ujung
V1 (G). b, sebagai titik pusat V,(G) dan by, by, bs, ..., b,,, sebagai titik
ujung ¥, (G). co sebagai titik pusat V5 (G) dan ¢y, ¢y, c3, ..., ¢, SEDAQAI
titik ujung V5(G). d, sebagai titik pusat V,(G) dan d;,d,, ds, ..., d,,

sebagai titik ujung V,(G). eo Sebagai titik pusat Vi(G) dan
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e1, €z, es, ..., ey Sebagai titik ujung Vs (G). Sedangkan ay, by, ¢y, dy dan e
saling terhubung.
E(G)
= (apai, agQy, .., A9y, Agbg, bgby, boby, ..., bob,y,, bycy, CoC1, CoCa, -y
CoCm» Codo, dodq, dody, ..., doyd,,, doeg, €91, €0€2, -, €0€m, €0 Q)
Yang dikelompokkan sebagai berikut:
Ei(G) = (apay, apay, ..., gy, aghy)
E,(G) = (byby, byby, ..., byb,,, bocy)
E3(G) = (¢pC1,€0C2, o) CoCm,s Codp)
E,(G) = (dydq,dody, ..., dod,,, dgeg)
Es(G) = (egeq,ep€s, -, €0em, Qo)
Jadi untuk Cs dengan m rambut
p=5(m+1),dang =5(m+1).
Makap +q=5(m+1)+5(m+1)
=10(m+ 1)

Graf Hairy Cycle Cs dengan m rambut dapat digambar sebagai berikut:

s
e, e d

Gambar 3.26: Graf C; Dengan m Rambut

Dengan pelabelan sebagai berikut:



Fungsi

Gambar 3.27: Pelabelan Graf C; Dengan m Rambut
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f dari V(G)UE(G) ke {1,2,3,...,p + q} didefinisikan sebagai

berikut:

f(ag) =1

f(a;) =5i+5 untuk i = 1,2,3, ...

f(apa;) == (10m+8) —5i untuki =1,2,3,...,m
f(aghy) =10m+9 untuki = 1,2,3,...,m

f(by) =4

f(b;) =5i+1 untuk i = 1,2,3, ...

f(bob;) = (10m+9) —5i untuki =123,..,m
f(bocy) =10m + 8 untuki = 1,2,3,...,m

fleo) =2

f(c;) =5i+2 untuk i = 1,2,3, ...

f(coc;) == (10m+ 10) — 5iuntuk i = 1,2,3,...,m
f(cody) =10m +7 untuki = 1,2,3, ...,m

f(dy) =5

f({d;) =5i+3 untuk i = 1,2,3, ...

f(dyd;) == (10m+6) — 5i untuki =1,2,3,...,m



t.

Maka:

f(dyey) =10m+6

78

untuki =1,2,3,...,m

f(ep) =3
f(e)) =5i+4 untuki =1,2,3,...,m
f(ege;) = (10m +7) —5i untuk i = 1,2,3,...,m

f(egay) :==10m + 10

untuki =1,2,3,...,m

i) Akan ditunjukkan bahwa G adalah fungsi bijektif f dari V(G) U E(G)

ke himpunan bilangan bulat {1,2,3,...,p + q}

a.

G adalah fungsi injektif

Untuk titik di G

Ambil V; dan V; titik di G dengan f(V;) = f(V;). Akan dibuktikan i = j

sedemikian hingga V; = V;.

a.

Untukl1<i<n,dan1<j<n.

Karena f(x) = f(x)

Maka
Jadi x; = x;

b.

i=j

J

Untuk1 <i<m,dan1<j<m.

Karena f(a;) = f(qa;)

Maka ni+5=nj+5

Jadia; = q;

C.

7

Karena f(b;) = f(b)

Untuk1 <i<m,dan1<j<m.
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Maka ni+1=nj+1

i=j
Jadi b; = b;
d. Untukl1<i<m,dan1<j<m.

Karena f(c,) = £(q)

Maka ni+2=nj+2

i=j
Jadi¢; = ¢
e. Untukl1<i<m,dan1<j<m.
Karena f(c)) = ()

Maka ni+3=nj+3

i=]
Jadi¢; = ¢
f. Untukl1<i<m,dan1<j<m.
Karena f(c,) = £(q)

Maka ni+4=nj+4

i=]
Jadi¢; = ¢
Untuk sisi di G
a. Untuk1<i<m,dan1<j<m.
Ambil apa; dan apaq; sisi di G dengan f(apa;) = f(apq;). Akan

dibuktikan i = j sedemikian hingga aga; = ayq;.

Karena f(apa;) = f(aoq;)
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Maka 10m + 8 — 5i = 10m + 8 — 5j
i=J
Jadi apa; = ayaq;.
b. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil byb; dan bob; sisi di G dengan f(bob;) = f(bob;). Akan
dibuktikan i = j sedemikian hingga byb; = byb; .
Karena f(byb;) = f(byb;).
Maka 10m + 9 — 5i = 10m + 9 — 5§

i=]

Jadi byb; = byb;.
C. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil cyc; dan cy¢ sisidi G dengan f(coc;) = f(coc;). Akan dibuktikan
i = j sedemikian hingga cyc; = ¢o¢;.
Karena f(coc;) = f(coc;).
Maka 10m + 10 — 5i = 10m 4+ 10 — 5j
i=j
Jadi coc; = ¢
d. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil dyd; dan dyd; sisi di G dengan f(dod;) = f(dod;). Akan
dibuktikan i = j sedemikian hingga dd; = dd,.
Karena f(dyd;) = f(dyd;).

Maka 10m + 6 — 5i = 10m + 6 — 5;

i=j
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Jadi ¢oc; = ¢
e. Untukl1<i<m,dan1<j<m
Ambil eqe; dan ege; sisi di G dengan f(epe;) = f(eoe;). Akan dibuktikan
i = j sedemikian hingga ege; = eqe;.
Karena f(ege;) = f(epe;).
Maka 10m +7 —5i = 10m+ 7 — 5j
i=]
Jadi epe; = epe;
Jadi f merupakan fungsi injektif dari V(G) U E(G) ke {1,2,3, ...,p + q}
b. G adalah fungsi surjektif
Akan ditunjukkan bahwa V (G) U E (G) dipetakan ke {1,2,3,...,p + q}
a. Akandibuktikan1 < f(a;) <p +q
Diketahui f(a;,) =i,v1<i<m
Karena 1<i<m
Maka 1<i<m<5i+5
1<i<5i+5
Jadil1 < f(a;)) <p+q
b. Akandibuktikan 1 < f(b;,)) <p +¢q
Diketahui f(b;)) =i,v1<i<m
Karenal<i<m
Maka 1<i<m<5i+1
1<i<5i+1
Jadi1l < f(h) <p+gq

c. Akandibuktikan1 < f(¢;)) <p+q
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Diketahui f(¢;) =i,v1<i<m
Karenal<i<m
Maka 1<i<m<5i+2
1<i<5i+2
Jadi1 < f(¢;)) <p+q
d. Akandibuktikan1 < f(d;) <p+gq
Diketahui f(d;)) =i,Vv1<i<m
Karenal<i<m
Maka 1<i<m<5i+3
1<i<5i+3
Jadil < f(d)<p+q
e. Akandibuktikan1 < f(e;) <p+q
Diketahui f(e;)) =i,v1<i<m
Karenal <i<m
Maka 1<i<m<5i+4
1<i<5i+4
Jadil<f(e)<p+q
f. Akandibuktikan1 < f(ay) <p+q
Diketahui f(ay) =n—4
Karenal<n—-4<2n(m+1)
Jadi1 < f(ap) <p+q
g. Akandibuktikan1 < f(by)) <p+q
Diketahui f(by) =n—1

Karenal<n-1<2n(m+1)
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Jadi1 < f(by) <p+q

h. Akan dibuktikan 1 < f(cy) <p +q

Diketahui f(cy) =n — 3

Karenal <n-3<2n(m+1)

Jadi1 < f(cp) <p+q

i. Akandibuktikan1 < f(dy) <p +q

Diketahui f(dy) = n

Karenal<n-3<2n(m+1)

Jadi1 < f(dy) <p+q

j.  Akandibuktikan 1 < f(e)) <p+¢q

Diketahui f(ey) =n —2

Karenal<n-2<2n(m+1)

Jadi1 < f(ep) <p+q

k. Akan dibuktikan 1 < f(aga;) <p+q

Diketahui f(aga;) =10m+8—5i, V1 <i<m

Karenal <i<m

Maka —1.1<-1.i<-1.m
-1<—-i<-m
10m+8—-4i—-1<10m+8—-4i—i<10m+8—4i—m
10m+7—-4i<10m+8—-5i<9m+8—4i

1<10m+7—-4i<10m+8—5i <9m+8—4i <2n(m+1)

1<10m+8—5i < 2n(m+ 1)

Jadi1 < f(apa;)) <p+gq

I.  Akan dibuktikan 1 < f(byb;) <p+q
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Diketahui f(byb;) =10m+9 —5i, V1 <i<m
Karenal<i<m
Maka —1.1<-1.i<-1.m
-1<—-i<—-m
1I0m+9—-4i—-1<10m+9—-4i—i<10m+9—4i—m
10m+8—-4i<10m+9-5i<9m+9—4i
1<10m+8—-4i<10m+9-5i<9Im+9—-4i <2n(m+1)
1<10m+9-5i<2n(m+1)
Jadi1 < f(byh,) <p+q
m. Akan dibuktikan 1 < f(coc;) <p +¢q
Diketahui f(coc;) =10m+10—5i, VI<i<m
Karenal<i<m
Maka —1.1<-1.i<-1.m
-1<—-i<-m
10m+10—-4i—1<10m+10—-4i—i<10m+10—4i—m
1I0m+9—-4i<10m+10-5<9m+10—4i
1<10m+9—-4i<10m+10-5i<9Im+10—-4i <2n(m+ 1)
1<10m+10-5i<2n(m+1)
Jadi 1 < f(coci)) <p+q
n. Akandibuktikan 1 < f(dyd;) <p+q
Diketahui f(dod;) =10m+6 —5i, V1 <i<m
Karenal<i<m
Maka —1.1<-1.i<-1.m

—1<—-i<—-m
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1Im+6—-4i—-1<10m+6—-4i—i<10m+6—4i—m
1I0m+5—-4i<10m+6—-5i<9m+ 6 —4i

1<10m+5-4i<10m+6—-5<9Im+6—4i<2n(m+1)

1<10m+6—-5i<2n(m+1)

Jadi1 < f(dod;)) <p+q

0. Akandibuktikan 1 < f(epe;) <p +¢q

Diketahui f(ege;) =10m+7 —5i, V1<i<m

Karenal<i<m

Maka —1.1<-1.i<-1.m
—1<—-i<-m
1I0m+7—-4i—1<10m+7—-4i—i<10m+7—-4i—m
1I0m+6—-4i<10m+7-5i<9m+7—4i

1<10m+6—-4i<10m+7-5i<9Im+7—-4i<2n(m+1)

1<10m+7-5<2n(m+1)

Jadi 1 < f(ege;)) <p+q

p. Akan dibuktikan 1 < f(aghy) <p +q

Diketahui f(agby) = 10m +9

Karenal < 10m+9 <2n(m+1)

Jadi 1 < f(apghy) <p +4q

q. Akandibuktikan 1 < f(bycy) <p +q

Diketahui f(bycy) = 10m + 8

Karenal < 10m+8 <2n(m+1)

Jadi 1 < f(bycy) <p+q

r. Akan dibuktikan 1 < f(cody) <p+q
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Diketahui f(cody) = 6m + 4
Karenal < 10m+7 <2n(m+ 1)
Jadi1 < f(codg) <p+q
s. Akan dibuktikan 1 < f(dyey) <p +q
Diketahui f(dyey) = 10m + 6
Karenal < 10m+6 <2n(m+1)
Jadi 1 < f(dyey) <p +q
t. Akandibuktikan 1 < f(egag) <p +4q
Diketahui f (egay) = 10m + 10
Karenal < 10m+ 10 < 2n(m+1)
Jadi 1 < f(egap) <p+q
Sehingga dapat disimpulkan bahwa 1 < f(V) <p+q dan 1 < f(E) <
p+q. Artinya V(G)UE(G) dipetakan ke {1,2,3,...,p + q}. Karena
V(G VEG)| =1{1,2,3,..,p +q}| dan f(G) adalah injektif maka
sudah pasti f(G) adalah surjektif. Karena f(G) injektif juga sekaligus
surjektif, maka f(G) bijektif.
ii). Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi xy di G berlaku:
fQO+ )+ =k
a. Untuk sisi aya; di G diperoleh:
f(ay) + f(apa;) + f(a;)) =1+ (10m+8) —5i + (5i + 5)
=10m + 14
b. Untuk sisi byb; di G diperoleh:
f(by) + f(bob;) + f(b;)) =4+ (10m+9) —5i+ (5i+ 1)

=10m + 14
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c. Untuk sisi cyc; di G diperoleh:
flco) + flcoc;) + f(c;)) =2+ (10m+10) — 5i + (5i + 2)
=10m+ 14
d. Untuk sisi ege; di G diperoleh:
f(dy) + f(dod;) + f(d;)) =5+ (10m +6) —5i + (5i +3) = 10m + 14
e. Untuk sisi ege; di G diperoleh:
fleg) + flege;)) + fle)) =3+ (10m+7)—5i+ (5i+4) =10m + 14
f. Untuk sisi agb, di G diperoleh:
f(ay) + f(aghby) + f(by) =14+ (10m+9) +4 =10m + 14
g. Untuk sisi byc, di G diperoleh:
f(by) + f(bycy) + f(cyp) =4+ (10m+8)+2=10m+ 14
h. Untuk sisi cyd, di G diperoleh:
flco) + flcody) + f(dy) =24+ (10m+7)+5=10m+ 14
I. Untuk sisi dye, di G diperoleh:
f(dy) + f(doey) + f(eg) =5+ (10m+6) +3 =10m + 14
J. Untuk sisi ega, di G diperoleh:
f(ey) + flegag) + f(ap) =3+ (10m+10)+1=10m + 14
Jadi G(C; dengan m rambut) adalah total sisi ajaib dengan bilangan
ajaib:

k=10m+ 14



BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan, maka beberapa kesimpulan yang dapat
diambil adalah sebagai berikut.
1. Graf multi star tipe 1 MS*(m) adalah super sisi ajaib
2. Graf multi star tipe 2 MS?(m) adalah super sisi ajaib

3. Graf Hairy Cycle C’3, C’4, C’s dan C’s adalah total sisi ajaib.

B. Saran
Berdasarkan penelitian, disarankan kepada peneliti yang lain untuk
mengkaji pelabelan super sisi ajaib pada graf yang lain serta melanjutkan

penelitian pelabelan total sisi ajaib untuk graf hairy cycle secara umum.
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