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DIMENSI METRIK, MULTIPLISITAS SIKEL, SERTA RADIUS DAN
DIAMETER GRAF KOMUTING DAN NONKOMUTING GRUP DIHEDRAL

ABSTRAK

Pada penelitian ini, ditentukan beberapa sifat terkait graf komuting dan nonkomuting
dari grup dihedral meliputi kajian mengenai dimensi metrik, multiplisitas sikel, radius dan
diameter, serta bilangan clique graf tersebut. Berdasarkan penelitian ini diperoleh:

1. Dimensi metrik graf komuting dari grup dihedral D,, adalah 2n — 3 untuk n ganjil

3n—4

dan "T untuk n genap.

n2—2n
6

2. Multiplisitas sikel graf komuting dari grup dihedral adalah [ ] untuk n ganjil dan

2

[n ;2"] + % untuk n genap.

3. Radius dan diameter graf komuting dari grup dihedral masing-masing adalah rad(G)
= 1 dan diam(G) = 2, sedangkan radius dan diameter graf nonkomuting dari grup
dihedral masing-masing adalah rad(G) = 1 (n ganjil) dan rad(G) = 2 (n genap) serta
diam(G) = 2.

4. Bilangan clique graf komuting dari grup Dihedral D,, adalah n, sedangkan bilangan

clique graf nonkomuting dari grup Dihedral D, adalah n + 1 (n ganjil) dan g +1(n
genap).



DAFTAR ISI

Halaman Sampul
Halaman Pengesahan

Kata PENGANTAL ........ooiiiiiiicii e i
ADSTFAK .o i
D 1 =T L USROS ii

BAB | PENDAHULUAN

A. Latar BelaKang .......ccccceiieiiiiiiieceece e 1
B. Rumusan Masalah ...........ccooiiiiiiie e 2
C. Tujuan Penelitian ........cccocveiieiieiicc e 2
D. Manfaat Penelitian .........ccooveviiieiieieee e 3
BAB Il STUDI PUSTAKA
AL GIaF o e 4
B. Derajat TItIK ......cceoieiiiiiiiiiisieieee e 4
C. Graf Terhubung .....cc.ooveiie e 7
D. Radius dan DIAMELEr........ccvcveiierieiie e 9
E. DImensi MEtriK .......ccccoiiiiiieiiieieie e 9
F. MUltiplisitas STKel ..o 11
G. Grup DIhedral .......cccooieiieicc e 12
H. Graf KOMUEING ......cooiiiiiie e 13
I, Graf NONKOMUEING .....ccoiiiiiiiiicee e 14

BAB Il METODE PENELITIAN

A, JENIS PENELITIAN ..ovveiieiii e 16

B. Tahap Penelitian ..........cccooiiiiiii e 16
BAB IV PEMBAHASAN

A. Graf Komuting dari Grup Dihedral Dap ..oovevviieiieceeceeeee e 17

B. Graf Nonkomuting dari Grup Dihedral Dap...ccveovveveeiveiiieiieee 31
BAB V PENUTUP

AL KESIMPUIAN .o 46

B. SAIAN c.ooiiiiiiece e 46
DAFTAR PUSTAKA ..ottt sttt st e e b 47
LAMPIRAN



BAB |
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E (G) adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di V' (G) yang disebut
sisi. Banyaknya unsur di V (G) disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G),
dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G).
Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G masing-
masing cukup ditulis p dan q. Graf dengan order p dan ukuran g dapat disebut graf-
(p, q) (Cartrand & Lesniak, 1986).

Sisie = (u,v) dikatakan menghubungkan titik udan v. Jikae = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan e
serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung dari
e. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e = uv. Derajat dari titik v di graf
G, ditulis deg; (v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung dengan v.
Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan deg; (v)
disingkat menjadi deg(v) (Cartrand & Lesniak, 1986).

Perkembangan terbaru teori graf juga membahas graf yang dibangun dari
grup. Misal G grup berhingga dan X adalah subset dari G. Graf komuting C(G, X)
adalah graf yang memiliki himpunan titik X dan dua titik berbeda akan terhubung
langsung jika saling komutatif di G. Jadi, titik x dan yakan terhubung langsung di
C(G,X) jika dan hanya jika xy = yx di G (Vahidi & Talebi, 2010:123). Terkait
penelitian mengenai graf komuting, Vahidi & Talebi (2010) membahas tentang
bilangan bebas, bilangan clique, dan bilangan cover minimum. Chelvam, dkk (2011)
meneliti tentang bilangan kromatik dan bilangan clique pada graf komuting yang
diperoleh dari grup dihedral. Abdussakir, dkk. (2013) meneliti tentang spektrum dari
graf komuting yang diperoleh dari grup dihedral.
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Perkembangan berikutnya, muncul graf nonkomuting dari suatu grup.
Misalkan G grup tak komutatif dengan senter Z(G). Graf nonkomuting NCG adalah
graf yang memiliki himpunan titik G\Z(G) dan dua titik x,y € G\Z(G)akan
terhubung langsung di NCG jika xy # yx di G (Abdollahi, dkk., 2006 dan Abdollahi,
dkk., 2010). Karena G adalah grup tak komutatif, maka graf nonkomuting NCG
adalah graf terhubung. Terkait penelitian ini, Abdollahi, dkk. (2010) telah melakukan
penelitian mengenai bilangan clique dari graf nonkomuting beberapa grup termasuk
grup dihedral. Rivatul Ridho E. (2013) dan Muflihatun Nafisah (2013) telah meneliti
spectrum pada graf nonkomuting yang diperoleh dari grup dihedral.

Berdasarkan uraian di atas, sampai saat ini belum ada yang mengkaji secara
parallel antara graf komuting dan nonkomuting grup dihedral. Pada penelitian ini,
dikaji lebih dalam beberapa sifat pada graf komuting dan nonkomuting dari grup
dihedral. Kajian diarahkan pada topik dimensi metrik, multiplisitas sikel serta radius
dan diameter. Analisis juga dilakukan pada hasil yang diperoleh pada graf komuting
dan graf nonkomuting dilihat dari aspek struktur grafnya.

B. Rumusan Masalah
Masalah dalam penelitian ini dirumuskan sebagai berikut, yaitu bagaimana
rumus umum
(1) dimensi metrik komuting dan nonkomuting dari grup dihedral?
(2) multiplisitas sikel graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral?
(3) radius dan diameter graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral?

(4) bilangan clique graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral?

C. Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan
rumus umum
(1) dimensi metric graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral.
(2) multiplisitas sikel graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral.
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(3) radius dan diameter graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral.
(4) bilangan clique graf komuting dan nonkomuting dari grup dihedral.

D. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai sumbangan teori
dalam pengembangan kajian dalam teori graf khususnya pada kajian mengenai graf
komuting dan nonkomuting dari grup dihedral. Hasil penelitian ini juga diharapkan
menjadi landasan dasar untuk penelitian lanjutan terkait topik graf komuting dan

nonkomuting.



BAB |1
STUDI PUSTAKA

A. Graf

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di V(G) yang disebut
sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G),
dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G).
Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G masing-
masing cukup ditulis p dan q. Graf dengan order p dan ukuran g dapat disebut graf-
(p, q) (Cartrand & Lesniak, 1986).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik udan v. Jika e = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan e
serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik udanv disebut ujung dari
e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika terkait
langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis
e = uv (Cartrand & Lesniak, 1986).

B. Derajat Titik

Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di G yang
terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis NG (v). Derajat
dari titik v di graf G, ditulis deg;(v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait
langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka
tulisan deg; (v) disingkat menjadi deg(v) dan N, (v)disingkat menjadi N(v). Jika
dikaitkan dengan konsep lingkungan, derajat titik v di graf G adalah banyaknya
anggota dalam N (v). Jadi,

deg(v) = [N(v)|



Titik yang berderajat 0 disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik yang berderajat
1 disebut titik ujung atau titik akhir.Titik yang berderajat genap disebut titik genap
dan titik yang berderajat ganjil disebut titik ganjil. Derajat maksimum titik di G
dilambangkan dengan A(G) dan derajat minimum titik di G dilambangkan dengan
3(G).

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan

> deg(v) =24

disebut sebagai “Teorema Pertama dalam Teori Graf” yang dinyatakan dalam

banyak sisi, yaitu g, adalah

teorema berikut.
Teorema 1
Misalkan G graf dengan order p dan ukuran g, dengan

V(G) = {171,172,1]3, ...,vp}. Maka

14
Z deg(v;) = 2q
i=1

Bukti
Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung
derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh
bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2 kali jumlah sisi di G.
Terbukti bahwa

p
Z deg(v;) = 2q.O
i=1

Berdasarkan hubungan tersebut, maka banyak titik ganjil dalam suatu graf selalu
genap.Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 2

Banyaknya titik ganjil dalam suatu graf selalu genap.



Bukti
Misalkan G graf. Misalkan X adalah himpunan titik genap di G dan Y adalah
himpunan titik ganjil di G. Maka
Z deg(v) = Z deg(v) + 2 deg(v) = 2q.
vEG veX veY

Karena X adalah himpunan titik genap maka Zdeg(v) adalah genap.

veX

Karena 2q adalah bilangan genap dan Zdeg(v)juga genap maka Zdeg(v)

veX veY

haruslah bilangan genap.

Karena Y himpunan titik ganjil dan Zdeg(v) adalah bilangan genap, maka

veY

banyak titik di Y haruslah genap, sebab jika banyak titik di Y ganjil maka
> deg(v) adalah ganjil.

veY

Terbukti bahwa banyaknya titik ganjil di G adalah genap.o

Graf G dikatakan beraturan-r atau beraturan dengan derajat r jika masing-
masing titik v di G, maka deg(v) = r, untuk bilangan bulat taknegatif r. Suatu graf
disebut beraturan jika graf tersebut beraturan-r untuk suatu bilangan bulat taknegatif
r. Graf beraturan-3 biasa juga disebut dengan graf kubik.

Graf G dikatakan komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling terhubung
langsung (adjacent). Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan K,,. Dengan
demikian, maka graf K, merupakan graf beraturan-(n — 1) dengan order p = n dan

ukuran g = n(n2—1) :(gj

Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada G dapat dipartisi menjadi
dua himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-masing sisi pada graf G

tersebut menghubungkan satu titik di V;dengan satu titik di V,. Jika G adalah graf

bipartisiberaturan-r, dengan r > 1, maka V,|=V,|. Graf G dikatakan partisi-n jika

himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi sebanyak n himpunan tak kosong Vi, Vs,



...,Vp, sehingga masing-masing sisi pada graf G menghubungkan titik pada V; dengan
titik pada Vj, untuk izj. Jika n = 3, graf partisi-n disebut graf tripartisi.

Suatu graf G disebut bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan masing-
masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik pada partisi
yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m titik pada salah satu partisi dan n titik pada
partisi yang lain ditulis K, ». Graf bipartisi komplit Ky hdisebut graf bintang (star) dan
dinotasikan dengan S,. Jadi, S, mempunyai order (n — 1) dan ukuran n.

Graf G dikatakan partisi-n komplit jika G adalah graf partisi-n dengan
himpunan partisi Vi, Vo, ..., Vy, sehingga jika ueV; dan veV;, i#], maka uveE(G).

Jika V,|=p,, maka graf ini dinotasikan dengan K, ,...,, . Urutan py, pz, ....p

tidak begitu diperhatikan. Graf partisi-n komplit merupakan graf komplit K, jika dan
hanya jika p; = 1 untuk semua i. Jika p; =t untuk semua i, t > 1, maka graf partisi-n
komplit ini merupakan graf beraturan dan dinotasikan dengan K. Jadi, Ky tidak

lain adalah K.

C. Graf Terhubung
Misalkan G graf.Misalkan u dan v adalah titik di G (yang tidak harus

berbeda). Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling

W: u=vy, €1, Vi, €, Vo, ....En, Vn=V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan

i = Vj.1Vi i=1,2,3,...,n

adalah sisi di G. vq disebut titik awal, v, disebut titik akhir, titik vy, vy, ..., V1 disebut
titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika vg=v,, maka W disebut jalan
terbuka. Jika vo = v,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak mempunyai sisi
disebut jalan trivial.
Karena dalam graf dua titik hanya akan dihubungkan oleh tepat satu sisi, maka jalan
u-v

W: u=v,, €1, Vi1, €2, Vo, ....en, Va=V

dapat ditulis menjadi



W: u=vy, V1, Vo, ...,Vn-1, Vh=V.

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail. Jalan terbuka yang semua titiknya
berbeda disebut lintasan.Dengan demikian setiap lintasan pasti merupakan trail,
tetapi tidak semua trail merupakan lintasan.
Teorema 3
Setiap jalan u-v pada suatu graf selalu memuat lintasan u-v.
Bukti
Misalkan W adalah jalan u-v di graf G. Jika W tertutup, maka jelas W memuat
lintasan trivial di G. Misalkan
W: u=vy, V1, Vo, ...,Vn-1, Vp=V
adalah jalan u-v terbuka. Jika tidak ada titik yang berulang di W, maka W
adalah lintasan u-v. Jika ada titik yang berulang di W, misalkani dan j adalah
bilangan bulat positif berbeda dengan i < j sehingga v; = v;. Maka, suku v;, Vi1,
..., Vj dihapus dari W. Hasilnya sebut Wy, yakni jalan u-v baru yang
panjangnya kurang dari panjang W. Jika pada W, tidak ada titik yang
berulang, maka W, adalah lintasan u-v. Jika pada W ada titik yang berulang,
maka lakukan proses penghapusan seperti sebelumnya, sampai akhirnya

diperoleh jalan u-v yang merupakan lintasan u-v. [J

Graf berbentuk lintasan dengan titik sebanyak n dinamakan graf lintasan
order n dan ditulis Pp. Jalan tertutup W tak trivial yang semua sisinya berbeda disebut
sirkuit. Dengan kata lain, sirkuit adalah trail tertutup tak trivial. Jalan tertutup tak
trivial yang semua titiknya berbeda disebut sikel. Dengan demikian setiap sikel pasti
merupakan sirkuit, tetapi tidak semua sirkuit merupakan sikel. Jika dicarikan
hubungan antara sirkuit dan sikel diperoleh bahwa: trail tertutup dan taktrivial pada
graf G disebut sirkuit di G. Sirkuit

V1, Vg, V3, ...,Vp, V1 (N> 3)
denganv;,i=1, 2, 3, ..., n berbeda disebut sikel. Sikel dengan panjang k disebut sikel-
k.Sikel-k disebut genap atau ganjil bergantung pada k genap atau ganyjil.
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Sikel yang melalui semua titik pada graf G disebut sikel Hamilton. Graf yang
memuat sikel Hamilton disebut graf Hamilton. Sirkuit yang melalui semua sisi
disebut sirkuit Euler. Graf yang memuat sirkuit Euler disebut graf Euler.

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan terhubung
(connected), jika terdapat lintasan u-v di G. Suatu graf G dikatakan terhubung
(connected), jika untuk setiap titik u dan v yang berbeda diG terhubung. Dengan kata
lain, suatu graf G dikatakan terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v
diG terdapat lintasan u-v di G. Sebaliknya, jika ada dua titik u dan v di G, tetapi tidak
ada lintasan u-v di G, maka G dikatakan tak terhubung (disconnected).

D. Radius dan Diameter Graf

Untuk suatu graf terhubung G, maka jarakd(u,v) antara dua titik u dan v di G

adalah panjang lintasan terpendek yang menghubungkan u dan v di G. Jika tidak ada
lintasan dari titik u ke v, maka didefinisikan jarak d(u,v) =oo.Eksentrisitase(v) dari
suatu titik v pada graf terhubung G adalah jarak terjauh (maksimal lintasan terpendek)
dari titik v ke setiap titik di G dapat dituliskan e(v) = max{d(u,v):u e V(G)}. Titik v
dikatakan titik eksentrik dari u jika jarak dari u ke v sama dengan eksentrisitas dari u
atau d(u,v)=e(u). Radius dari G adalah eksentrisitas minimum pada setiap titik di G,
dapat dituliskan rad G = min{e(v),ve V}. Sedangkan diameter dari G, dinotasikan
diam G adalah eksentrisitas maksimum pada setiap titik di G, dapat dituliskan diam
G= max{e(v), ve V} (Chartrand dan Lesniak, 1986:29).

E. Dimensi Metrik

Misalkan S = {x1, X2, ...... , Xn} Subset dari barisan himpunan titik dan v adalah
sebuah titik yang menghubungkan graf G. Representasi dari v terhadap S adalah
barisan berurut n-tuple, r(u|S) = (d(v,x1), ...... ,d(v,Xp)), dimana d(x,y) menggambarkan
jarak antara titik x dan titik y. Himpunan S merupakan himpunan pemisah pada graf
G jika untuk setiap titik pada graf G mempunyai representasi jarak yang berbeda

terhadap S. Dimensi metrik pada graf G adalah jumlah anggota minimum pada



himpunan pemisah, dilambangkan dengan dim(G). Sebuah himpunan pemisah yang
mengandung jumlah anggota minimum dinamakan basis dari graf G.
Contoh:

X1 X2 X3

Gambar 2.1 Graf lintasan tiga titik dengan S = {x.}
Misal diambil S = {x,}, maka representasinya adalah:
r(xilS) = (1) r(xzlS) = (0) r(xs|S) = (1),
Karena masih terdapat nilai representasi yang sama yaitu r(x;|S) = (1) = r(xs|S), maka

S = {x2} bukan merupakan himpunan pemisah

Xi X§ X3

Gambar 2.2 Graf lintasan tiga titik dengan S = {x;}
Misal diambil S = {x;}, maka representasinya adalah:
r(x1S) = (0) r(x2S) = (1) r(xslS) = (2),
Karena semua titik pada graf tersebut mempunyai representasi yang berbeda terhadap
S = {x1}, maka S = {x;} merupakan salah satu himpunan pemisah. Begitu juga
apabila diambil S = {x3}, representasinya adalah sebagaimana berikut:
r(xiS) = (2) r(xzlS) = (1) r(xslS) = (0),
Jadi S = {x;} dan S = {X3} merupakan himpunan pemisah dari graf di atas. S = {x;}
dan S = {xs} disebut sebagai himpunan pemisah yang mempunyai jumlah anggota
minimum (basis metrik) sehingga dim(G) = 1. Untuk selanjutnya apabila ada dua
basis metrik maka akan diambil satu basis metrik untuk mempercepat penghitungan
dimensi metriknya.
Contoh:

X12

X1

X32

Gambar 2.3 Graf Bintang aengan S = {xi2}
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Ambil S = {x1,}, maka representasinya adalah :

r(xafS) = (1) r(x12/S) = (0)

r(x22S) = (2) r(xs2lS) = (2),

karena masih terdapat representasi yang sama yaitu r(xx2|S) = (2) = r(xsz|S) maka S =
{x12} bukan merupakan himpunan pemisah. Oleh sebab itu dicoba untuk mengambil
dua titik.

X12

X1

X32

Gambar 2. 4 Graf Bintang dengan S = {X12,X22}
Ambil S = {Xi2,x22}, maka representasi semua titik terhadap S untuk himpunan S
yang memiliki lebih dari satu anggota dihitung mulai dari representasi jarak dari
anggota pertama diikuti representasi anggota kedua dan seterusnya seperti itu.
Keterangan lebih jelas, dapat diamati pada representasi berikut,
Representasi semua titik terhadap S = {X12,x2,} adalah :
r(xufS) = (1,1) r(x12lS) = (0,2)
r(X22|S) = (2,0) r(xs2lS) = (2,2).
Karena S = {Xi2,X22}mempunyai representasi yang berbeda dan mempunyai jumlah
anggota minimum yaitu 2, maka S = {Xi2,X»2} adalah basis metrik graf bintang (S3),

maka dimensi metrik graf (S3) adalah dua atau dim(S3) = 2.

F. Multiplisitas Sikel

Graf berbentuk sikel dengan titik sebanyak n, n> 3, disebut graf sikel dan
ditulis C,. Graf sikel sering juga disebut sebagai graf lingkaran karena gambarnya
dapat dibentuk menjadi lingkaran. Perlu dicatat bahwa tidak selamanya graf sikel
digambar dalam bentuk suatu lingkaran.

Graf sikel dapat juga digambar dalam bentuk poligon.C; dapat disebut
segitiga, C4 segiempat, dan secara umum C,, dapat disebut segi-n.Sikel yang banyak
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titiknya ganjil disebut sikel ganjil dan sikel yang banyak titiknya genap disebut sikel
genap.

Jika G adalah sebuah graf, V(G) dan E(G) adalah himpunan titik dan sisi
dari graf G. Multiplisitas sikel dari graf G dinotasikan dengan CM(G) didefinisikan
sebagai banyaknya sikel maksimal yang disjoint sisi yang terdapat pada graf G
(Ali dan Panayappan, 2010:1).

G. Grup Dihedral

Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan G
adalah himpunan tak kosong dan * adalah operasi biner di G yang memenubhi sifat-
sifat berikut:

1. (axb)*xc=ax*(b*c), untuk semua a,b,c € G (yaitu *assosiatif ).

2. Ada suatu elemen e di G sehingga a*e=e*a=a, untuk semuaa € G (e disebut
identitas di G).

3. Untuk setiap a € G ada suatu elemena™ di G sehingga a*a™* =a**a=¢e (a™
di sebut invers dari a)

Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika
axb=Db=*a untuk semua a,b € G (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31 dan

Dummit dan Foote, 1991:13-14). Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi jumlah
memenuhi aksioma grup, yakni (Z, +) adalah grup abelian.
Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n

beraturan, dinotasikan D, , untuk setiap n bilangan bulat positif dann > 3. Dalam
buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D, (Dummit dan Foote,

1991:24-25). Misalkan D, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk s,t € D,

yang diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, sehingga st adalah

fungsi komposisi).Jika s,t akibat permutasi titik berturut-turut o,z , maka st akibat
dari oo . Operasi biner pada D,, adalah assosiatif karena fungsi komposisi adalah
assosiatif. Identitas dari D,, adalah identitas dari simetri (yang meninggalkan semua
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titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari s € D,,, adalah kebalikan semua

putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi pada titik o, s™* akibat dari ™)
(Dummit dan Foote, 1991:24-25).
Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif, maka perlu beberapa

notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan selanjutnya

dan membantu mengamati D,, sebagai grup abstrak, yaitu:

€0 O S i

(2) |§=2,

(3) s = r'untuk semuai.

(4) sr' = sriuntuk semua 0<i, j<n-1 dengan i= j.Jadi
D,, ={Lr,r?,....r"*,s,sr,sr?,...,sr"'}

yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r' untuk k
=Qatauldan 0<i<n-1.
(5) Sr=r"'s,

(6) sr' =r's, untuk semua 0 <i < n(Dummit dan Foote, 1991:26).
Sebagai contoh Dg adalah grup dihendral yang memuat semua simetri (rotasi

dan refleksi) pada bangun segitiga sehingga Dg = {1, 1, 1%, s, sr, Sr°}.

H. Graf Komuting

Misal G adalah grup berhingga dan Xadalah subset dari G, graf komuting
C(G, X) adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen berbeda di X
terhubung langsung jika keduanya adalah elemen yang saling komutatif di G
(Nawawi dkk, 2012).

Sebagai contoh pada grup dihedral order 6 yaitu D¢ = {1, r, r%,s, sr, sr’}
terhadap operasi fungsi komposisi. Diambil X = Dg maka akan ditentukan unsur yang

saling komutatif melalui tabel berikut.
13



Tabel 2.1 Tabel Cayley untuk Dg

S Sr | Sr

1 1 r | r2| s | sr|sr

S Sr

Sr Sr | Sr

2 2

Sr Sr

Dari Tabel 2.1 terlihat bahwa:

1. 1 komutatif dengan setiap elemen Dy (sifat elemen identitas) sehingga 1
terhubung langsung dengan setiap elemen di C(Ds, X).

2. r o r?2 = r?or =1 merupakan elemen-elemen yang komutatif sehingga
terhubung langsung di C(Dg, X).

3. Untuk elemen-elemen yang tidak komutatif maka elemen-elemen tersebut tidak
terhubung langsung di C(Dg, X).

Secara geometri, graf komuting pada D dapat disajikan sebagai berikut.

Sr

r r?

Gambar 2.6 Graf Komuting dari Dg

I. Graf Nonkomuting
Misal G adalah sebuah grup, maka himpunan Z dikatakan center dari grup G,
dituliskan
Z ={z € G : zx = xz,Vx € G}(Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 229).
14



Misal G grup non abelian dan Z(G) adalah center dari G. Graf
nonkomuting I'; adalah sebuah graf yang mana titik-titiknya merupakan himpunan
dari G\Z(G) dan dua titik x dan y bertetangga jika dan hanya jika xy #
yx(Abdollahi, A, 2006).

Sebagai contoh pada grup dihedral order 6 yaitu Dg = {1, r, r°, s, sr, sr’}
terhadap operasi fungsi komposisi. Dihedral Dgdibangun dari elemen-elemen
{1,7,72,s,sr,sr?}, hasil operasi komposisi pada setiap elemen grup dihedral
berbentuk tabel Cayley yang menunjukkan unsur-unsur yang tidak komutatif pada
Desebagai berikut:

Tabel 2.2 Tabel Cayley D¢

° 1 |r [r® |s |sr |sr

1 |1 [r [r® |s [sr |sr

r o |lr [P |1 |sr®|s |sr

> [P |1 [r |sr [sr?]s

sr |sr [srPls [r*P |1 |r

s’ [sr?|s [sr [r [rP |1

Dari Tabel 2.2, diperoleh center Dy atau Z(Dg) yaitu {1} yang ditunjukkan pada tabel
dengan warna merah, dan elemen-elemen pada Dg yang tidak komutatif ditunjukkan
pada tabel dengan warna biru. Sehingga graf non kommuting dari grup Dg memiliki
himpunan titik-titiknya Tp, = {r,r%,s,sr,sr?}. Dari hasil tersebut akan

digambarkan ke dalam bentuk graf nonkomuting sebagai berikut:

Gambar 2.7 Graf Nonkomuting dari Dg
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BAB |11
METODE PENELITIAN

A. Jenis Penelitian

Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research).Penelitian
dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori grafdan aljabar
abstrak.Kajian pada buku teori graf dan jurnal terkait penelitian dikhususkan pada
kajian mengenai graf komuting dan nonkomuting beserta topic-topik yang
berkaitan.Kajian pada buku aljabar abstrak berkaitan dengan topik grup dan
centralizer suatu grup.Kajian secara komprehensif meliputi ketiga bidang tersebut
(teori graf dan aljabar abstrak) adalah mengkaji jurnal penelitian terbaru mengenai

graf komuting dan nonkomuting yang sudah dilakukan.

B. Tahap Penelitian
Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif.Pola pembahasannya

dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju pada suatu generalisasi yang bersifat

deduktif.Secara garis besar langkah penelitian ini sebagai berikut.

1. Mengumpulkan berbagai literatur yang berhubungan dengan topik.

2. Mempelajari topik.

3. Menentukan unsur yang saling komutatif dan tidak saling komutatif pada suatu
grup D2, untuk beberapa kasus n, yaitun = 3, 4, 5, 6.

4. Menggambar graf komuting dan nonkomuting.

5. Mengamati pola terkait topik yang diteliti, meliputi dimensi metrik, radius dan
diameter, dan multiplisitas sikel.

6. Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk masing-
masing kasus.

7. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema.

8. Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara deduktif.

9. Menulis laporan penelitian.
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BAB IV
PEMBAHASAN

A. Graf Komuting dari Grup Dihedral D5,
1. Graf Komuting dari Grup Dihedral Dg
Hasil operasi komposisi pada grup dihedral berbentuk tabel Cayley sebagai

berikut:
Tabel 4.1 Tabel Cayley D¢

o 1 R r* s sr st
1 1 R s st s
r r r’ 1 sr? s sr
ol 1 r st st s

s s sr st 1 r r?
st |sr sPP s o1 r
sr” |sP S sror o1

Dari tabel 4.1, hasil operasi komposisi grup dihedral akan digambarkan ke
dalam bentuk graf komuting. Berdasarkan tabel Cayley berikut dapat diketahui
elemen-elemen yang mempunyai sifat komutatif dengan operasi®. Elemen-elemen

yang memenubhi sifat komutatif disajikan dalam bentuk daftar seperti berikut:

rel=1°r 1°1=1°1
rée1=1°r? rer=r°r
s°1=1°s ré2er2 =r2oy2
sr°l=1°sr s°s=5°s
sr?°1=1°sr? Srosr=sr°sr
ror:=r2oyp sr?°sr? = sr?°sr?

Elemen-elemen dari grup dihedral yang komutatif menghasilkan graf sebagai berikut:
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ST

T

Gambar 4.1 Graf Komuting dari Dg
Berdasarkan graf pada Gambar 4.1 diperoleh bahwa:

(@) radius adalah 1, yaitu dari nilai e(1).
(b) diameter adalah 2, yaitu dari eksentrisitas titik selain 1.
(c) order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 3.
(d) multiplisitas sikel adalah 1.
(e) dimensi metrik adalah 3, dengan S = {s, sr, r}.
2. Graf Komuting dari Grup Dihedral Dg

Elemen-elemen

pembangun  dari

grup  dihedral Dg
{1,7,72,r3,s,sr,sr?,sr3}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya tersebut,
maka diperoleh tabel Cayley dari Dg sebagai berikut:

Tabel 4.2 Tabel Cayley Dg

yaitu

1 r A s st sr*  srd
1 1 r r? r3 s sr sr®  srd
r r r? r3 1 srd s sr sr?
r2 r2 r3 1 r sr?  sr3 S sr
31r® 1 r r® sr sr?® sr3 s
s | s sr sr® sr3 1 r r?2 3
sr | sr sr: sr® s 3 1 r r?
sr|sr® sr3 s sr r® ¥ 1 r
sr3|sr3 s sr osr? r r?2 3 1

Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen

18
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dari Dg dengan operasi °. Pada tabel di atas, elemen-elemen yang memenuhi sifat

komutatif dengan operasi ° pada Dg:

1°1=1°1  ror=rr reosr=sror®  sriosr’= sr’osr?
1°r =r°1 ror’=r°r  r¥sr’=sror’ srosr’= srosr?
1or’=r°1  rer'=rer rosri=srr’ 1°sr’=sr’°1
1osr’=sre1  1°r’=r1  rer=rert reri=rter?
1°s=s°1 rer’=r%r®  1°sr=srel  rfos=sor’

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari Dg, maka didapatkan graf komuting

dari Dg yaitu:
sr
sr? « /k » S
1
sr3 r?
r r?

Gambar 4.2 Graf Komuting dari Dg
Berdasarkan graf pada Gambar 4.2 diperoleh bahwa:

(@) radius adalah 1, yaitu dari nilai e(1).
(b) diameter adalah 2, yaitu dari eksentrisitas titik selain 1.
(c) order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 4.
(d) multiplisitas sikel adalah 3.
(e) dimensi metrik adalah 4, dengan S = {s, sr, r, r’}.
3. Graf Komuting dari Grup Dihedral Dy

Elemen-elemen dari grup dihedral Dio adalah

3 2

{1,7,7%,7r3,1% s,sr,sr?, sr3, sr*}. Berdasarkan elemen-elemen tersebut, maka

diperoleh tabel Cayley dari Dy.
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Tabel 4.3 Tabel Cayley D,

° 1 r r B s sr sr: sr’ srt
1 1 ro r2 r3 r* s sr sr: sr3 srt
T r r2 3t 1 sr* s sr sr: srd
r2 | r2 B ot 1 r srd srt s sr sr?
A e e R | r r® sr? sr3 srt s sr
rt | 1 r r> r® sr sr® sr3 srt s
s s sr srt srd osrt 1 r r¢ 3 rt
sr | sr sr? srd osrt s ot 1 r r¢
sr2 | sr? srd st s osr 3 ot 1 r rl
sr3 | srd srt s sr o osr? o2 3 ot 1 r
sr¥ | srt s sr o osr: osr3 r  r?2 3 gt 1

Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen komutatif
dari Dy, dengan operasi °. Pada tabel di atas, elemen-elemen yang memenuhi sifat
komutatif dengan operasi ° pada D;, ditunjukkan dengan warna yang berbeda.
Elemen-elemen yang memenuhi sifat komutatif dengan operasi ° pada D;, disajikan
ke dalam daftar berikut:

r°el=1°r reréi=r?°r 1°1=1°1
réel1=1°r? rord=rd3cor rer=r°r
7,.301:107,.3 TOT4=T4°T T2°T2=T2°T2

T4° 1=1°T4 ,',.201,.3:7.307,.2 T'3°T'3:T3°T'3

g0l =1°g p20 4 — o2 phopd — pdood
str°1=1°sr r3opt = phoys $°s=5°s

sr2°1 =1°sr? srtosrt = srtosrt Srosr=sr°sr
sr3°1=1°sr3 sr2°sr? =sr?°sr?

sr¥e1=1°srt sr3°srd =grd3ogrd

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D;,, maka didapatkan graf

komuting pada D, tersebut:
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"
sr3

sr r3

Gambar 4.3 Graf Komuting dari Dy
Berdasarkan graf pada Gambar 4.3 diperoleh bahwa:
(@) radius adalah 1, yaitu dari nilai e(1).
(b) diameter adalah 2, yaitu dari eksentrisitas titik selain 1.
(c) order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 5.
(d) multiplisitas sikel adalah 3.
(e) dimensi metrik adalah 7, dengan S = {s, sr, sr?, s, r, r%, r°}.
4. Graf Komuting dari Grup Dihedral D,
Elemen-elemen dari grup dihedral Di»
{1,7,7%, 13,7415, 5,57, 512,513, sr%,sr°}. Berdasarkan elemen-elemen

maka diperoleh tabel Cayley dari D;.
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Tabel 4.4 Tabel Cayley D,

° 1 r VR S S R s st sr: sr3 srt sr®

1 1 r r:2 3 rt 5 s sr sr® sr3 srt sr°

r r TZ T3 T4 T'5 1 S‘l"5 S Sr ST'2 S‘l"3 ST'4

2| r2 B ot 1 r sr* s s sr osr? srd
Bl ot s 1 o ot osrd osrt osr® s sr osr?
ot 1 o 2 3 sr? osrd osrt s s sr
|1 r r:2 3 ot sr o osr? srd osrt sr5 s
s | s sr sr: srd sr* sr® 1 r r?2 3 ot b
sr | sr sr® sr3 osrt s s o> 1 r  r?2 3 gt

sr- | Ssr ST ST Sr S Sr r r

sr3|srd3 srt sr® s sr osr? 3 ot 5 1 r r
srt|srt sr® s sr o sr? srd r:? 3 ot 51 r
sr3|sr® s sr osr?: osrd osrt r 2 3 ot 51

Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen komutatif
dari Dy, dengan operasi °. Pada tabel di atas, elemen-elemen yang memenuhi sifat
komutatif dengan operasi ° pada D;, ditunjukkan dengan warna yang berbeda.
Elemen-elemen yang memenuhi sifat komutatif dengan operasi ° pada D;,, disajikan

sebagai berikut

rel=1° rer:=r2°r 1°1=1°1

r2°1= 1°r? rerd=r3°r rer=r°r

301 = 1°43 ropt = phony F2op2 — p20,2

Ao 1 =10 44 ropS = pSogp ;3073 = p30,3

501 =105 r20p3 — 30,2 Fhopd — phopa
s°1=1°s sri°sr® =srdosrd roorS =pSoyd
sr°l= 1°sr riort =ptoy? S°s=5°s
sr?°1 = 1°sr? rZoyS =ypSoy2 Sr°sr =sr°sr
sr3°1 = 1°sr3 pd3opt=ptoy3 sr?°sr? = sr?°sr?
srto = 1°grt p3oyS =503 sr3°srd =sr3°srs
sro°l1=1°sr> réord = pSopt srtosrt = srtogrt
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Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D;,, maka didapatkan graf komuting

dari D, tersebut:

Gambar 4.4 Graf Komuting dari Dy,
Berdasarkan graf pada Gambar 4.4 diperoleh bahwa:

(@) radius adalah 1, yaitu dari nilai e(1).

(b) diameter adalah 2, yaitu dari eksentrisitas titik selain 1.

(c) order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 6.

(d) multiplisitas sikel adalah 8.

(e) dimensi metrik adalah 7, dengan S = {s, sr, sr% r, r?, r®, r*}.
5. Graf Komuting dari Grup Dihedral Dy4

Elemen-elemen  pembangun  dari grup  dihedral D;,  yaitu
{12 r* ror ssr,sr® s sr° sr®).  Berdasarkan elemen-elemen  pembangunnya
tersebut, maka diperoleh tabel Cayley dari D;,.
Tabel 4.5 Tabel Cayley D,,

°c 11 r r2 B rt 5 r® s sr sr2 srd sr* sr° sr
1 |1 r r2 B r 5 s sr o sr? sr3 sr* sr® sr®
r|r r2 B r o % 1 sr® s sr o osr? osrd3 osrt srd
r2 | r2 3 ot S oo 1 r oS sr® s osr osr? osrd osrt
¥l rr e 1 r 2 osrt s sr® s sr osr? srd
r* |t s 1 o 2 3 srd srt s sr® s sr osr?




o e 1 r 2 o3 ot o sr? osrd3 osrt sr® sr® s sr
r® | v 1 r 2 3 r* 5 sr o sr? osrd3 srt sr® sr® s
s | s sr sr? srd3 srt srS sr® 1 r 2 3 ot 5 g0
st | sr sr? sr3 srt srd sr® s r® 1 r  r?2 3 gt b
sr¥|sr? sr3 srt sr® sr® s osr > o 1 r ¢ 3 gt
sr3 | sr3 srt sr® sr® s osr osr? ot 2 o 1 r %2 g3
srt | srt sr® sr® s osr o osr? osrd 3 ot S 0 1 o 2
st |sr® sr® s sr osr? osrd osrt 2 3 ot 5 % 1 1
sré |sr® s sr osr? osrd osr* sr® v 2 o3 ot 2 % 1

Berdasarkan tabel Cayley di atas diketahui elemen-elemen komutatif dari

D, 4 dengan operasi ° sebagai berikut:

rel=1°r rer?=r2°y 1°1=1°1
rée1=1°r? rerd=rd3cr rer=r°r
T3°1:1°T3 T°T4=T4OT T2°T2=T2°T2
,r4-o 1=1°T4 T°T5=T5°T T3°T3:T3°7"3
T5°1=1°T5 T'OT'6:T'6°T T4°T4:T'4°T'4
T6°1:1°T6 T2°T3=T30T2 T5°T5=T5°T5
so1=1°s F204 — 402 7606 — 160 1.6
srel=1°sr rZorS =ydoy? S°s=s°s
sr?°1=1°sr? r2orb = yboy42 ST °sr = sr°sr
sr3°1=1°sr3 r3ert =rtoy3 sr?esr? =sr?esr?
srfe1=1° srt r3or> =pd>oy3 sr3°sr3 =srd3°srd
sr®°1=1°sr" r3° 6 =y60 3 srtesrt =srtesrt
ST6°1=1°ST6 7,.4-07,.5:1,.501,.4 ST'SOST'S_ST'SOST'S
;50 16 — 60 4.5 ;40 16 — 60 4 o160 6 = o6 0 g6

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D,4, maka didapatkan graf komuting

pada D,, tersebut
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Gambar 4.5 Graf Komuting pada Dy,

Berdasarkan graf pada Gambar 4.5 diperoleh bahwa:

(@) radius adalah 1, yaitu dari nilai e(1).

(b) diameter adalah 2, yaitu dari eksentrisitas titik selain 1.

(c) order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 7.

(d) multiplisitas sikel adalah 7.

(e) dimensi metrik adalah 11, dengan S = {s, sr, sr?, sr°, sr* s, r, r? 1, r*, r°}.

6. Graf Komuting dari Grup Dihedral Dy

Elemen-elemen

{12t el e s srsr? s sr s srl sr'}.

pembangun  dari

grup
Berdasarkan

pembangunnya tersebut, maka diperoleh tabel Cayley dari D;¢.

Tabel 4.6 Tabel Cayley Dy

dihedral

Di

yaitu

elemen-elemen

° 1 r 2 B i ort " s sr sr? srd sr* sr® sr® sr’
1 1 ro r2 3 ot 5o 7 s sr osr: osrd osrt osrS sr® sr?
r r o r2 3 ot S % 71 sr’ s sr osr? osrd3 osrt osr®  srd
r2 | r2 B ot 5o 71 r sr® s’ s sr osr® sr3 srt srd
| ot 5 e g7 1 r r> sr® sr® sr’7 s sr sr? sr3  srt
A o S AT AL LA | r 2 r® st sr® sr® sr’ s sr sr? srd
r° ot 71 r o r* 2 ot srd osrt st sr® s’ s sr osr?




re | o o7 1
|71 r
s s sr sr?
sr | sr sr? srd
sr? | sr? sr®  srt
sr3 | sr3 sr* srd
srd | srt sr5  srf
sr® | sr® sr®  sr?
sre [ sr® sr7 s
sr’ | sr7 s sr

ST

sr?

ST

sr

sr3

ST

sr

sr3

srt

ST

sr

sr3

srt

srd

N

sr

sr3

N

sr®

sr®

ST

N

srt sr® sr®  sr
sr3 srt sr5 st
2 3 g4 S
r r: 3 rt
1 r r> 3
r’ 1 r r?
N 1 r
r rt 71
rt s % 97
3ot s b

1

7'7

NS

1

Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen komutatif

dari D;¢ dengan operasi ° sebagai berikut:

r°el=1°r
r2e1=1°r?
r301=1°43
rte1=1°r*
r’e1=1°r%
7601 = 1°76
r’°1=1°r7
s°1=1°s
sr°l=1°sr
sr?°1 = 1°sr?
sr3°1=1°sr3
sr*e1=1°sr*
sr’°1=1°sr’
sr%°1=1°sr®

sr’°1=1°sr’

T'4°S=S°T4
rtosr =srort
T'4°ST'2 =ST'2 or4

r*osrd = srdept

T'4 o 57"4 — 57"40 T'4
T'4 o ST'S — ST'SO T'4
40 6 —

T

srf = sroort

rers=r<°r

7'07"3:7"307'

rert=rtor

7'07"5=T'5 °r

T'OT'6=T'6°T'

rer’ =r’°r

T2°T3=T3°T2
T2°r4=r4°r2
T2°T5=T5°T2
T2°T6=T6°T2
T2°r7=r7°r2
7,.301.4-:7,.401.3
.,.307,.5:7.507,.3
T3°T6=T6OT3
7,.301.7:7,.701.3
T4°T'5:T507"4
T4°T6_T6°T4
T4°T'7=T7OT'4
T5°T6_T6°T
T5°T7_T7°T5
T6°T7 =Ar.7o.r.6

26

1°1=1°1
rer=r°r

TZOT'Z — 207'2
,',.307.3 =T3 OTS
T4°T'4 =T4°T'4
,',.507.5 =T5 o,r5
.r60_r6 :T'6° T'6
T707"7 =T7 07"7
§°s=s5°s

Sresr =sr°sr

2 2 2 0 g2

Sre°sre =src°sr
sr3°osrd = srdosr3
srtosrt = srto srt
sr3° sr® = sro° srd
sr0° sr® = sréo s
sr’°sr’ = sr’°sr’
sosrt =srt°s
srosr’ =sré°sr
sr?°sr® = sré°sr?
sr3osr’ =sr7°srd



Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D;¢ , maka didapatkan graf komuting

pada D¢ tersebut

Gambar 4.6 Graf Komuting dari Dy

Berdasarkan graf pada Gambar 4.6 diperoleh bahwa:

radius adalah 1, yaitu dari nilai e(1).

T @

diameter adalah 2, yaitu dari eksentrisitas titik selain 1.

134

order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 8.
d. multiplisitas sikel adalah 7.

e. dimensi metrik adalah 10, dengan S = {s, sr, sr?, sr>, r, 12 r*, r*, r°, r°}.

Berdasarkan pengamatan pada beberapa graf, maka dapat diperoleh tabel
berikut.

Asp6k DG Dg DlO D12 D14 D15 .. D2n
Radius 1 1 1 1 1 1 1
Diameter 2 2 2 2 2 2 2
Clique 3 4 5 6 7 8 n
. 7 —
Multiplisitas sikel 1 3 3 7 7 12 | . [n - n] n ganjil
n?—2n n
[ B ] + 2, ngenap
Dimensi metric 3 4 7 7 11 10 | .. 2n — 3, n ganjil
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3n—4
2

, N genap

Hasil 1.

Bukti

Misalkan G adalah graf komuting dari grup Dihedral D,,. Maka radius dan

diameter G masing-masing adalah rad(G) = 1 dan diam(G) = 2.

Diketahui bahwa 1 o x = x o 1, untuk semua X € D,. Dengan demikian titik 1
akan terhubung langsung dengan semua titik yang lain di G. Dengan
demikian, maka e(1) = 1. Karena radius G adalah eksentrisitas terkecil di G
maka diperoleh rad(G) = 1.

Karena semua titik terhubung langsung dengan 1, maka jarak dua titik
berbeda di G hanya memuat dengan kemungkinan, yaitu 1 atau 2. Dua titik
berbeda akan berjarak 1 jika saling terhubung langsung dan berjarak dua jika
tidak saling terhubung langsung. Karena s dan r tidak komutatif di D,,,, maka
d(s, r) = 2. Dengan demikian, maka e(s) = e(r) = 2. Karena diameter adalah
eksentrisitas terbesar dan ada titik di G yang bereksentrisitas 2, maka
diperoleh diam(G) = 2.

Hasil 2.

Bukti

Misalkan G adalah graf komuting dari grup Dihedral D,,. Maka bilangan

clique dari G adalah n.

Untuk n ganjil, diketahui bahwa r'f’ = Pr', untuk i, j =0, 1, 2, 3, ..., n-1 di Dan.
Jadi, r' dan v saling terhubung langsung di G. Di lain pihak, sr' hanya
komutatif dengan 1 di Dyp, untuki=0, 1, 2, ..., n-1. Jadi, sr' tidak terhubung
langsung dengan . untuk i,j=0,1,2,...,n-1. Dengan demikian, maka 1, r,
r?, ..., " membentuk subgraf komplit yang terbesar di G dengan order n.

Jadi, diperoleh bilangan clique di G adalah n, untuk n ganjil.
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Untuk n genap, diketahui bahwa r'f = Pr', untuk i, j =0, 1, 2, 3, ..., n-1 di Dyn.
Jadi, r' dan ¥ saling terhubung langsung di G. Walaupun 2 komutatif dengan
st i=0,1,2,....n-1tetapisr,i=0,1,2, ... n-1tidak komutatif dengan r
untuk j selain g Akibatnya, subgrap komplit terbesar di G hanyalah memuat

titik 1, r, r%, ..., ™. Jadi, diperoleh bilangan clique di G adalah n, untuk n

genap.

Hasil 3.

Bukti

Misalkan G adalah graf komuting dari grup Dihedral D,. Maka multiplisitas

2n

. . n2-2n .. n2—
sikel dari G adalah [ - ] untuk n ganjil dan [*—

] + 2 untuk n genap.
Untuk n ganjil, makasr,i=0, 1, 2, ..., n-1 tidak komutatif dengan r, untuk j
=1,2,3,...,n—1. Dengan demikian, maka sri, 1i=0,1,2,...,n-1tidak
terhubung langsung dengan ¥, untuk j=1, 2, 3, ..., n — 1 di G. Unsur yang
saling komutatif hanyalah v, untuk j=0, 1, 2, 3, ..., n— 1 sehingga
membentuk subgraf komplit K,. Sudah diperoleh pada penelitian terdahulu

n2-2n
6

bahwa multiplisitas sikel pada K, adalah [ ] untuk n ganjil. Jadi
n?-2n

multiplisitas sikel untuk graf G adalah [ -

], untuk n ganjil.

Untuk n genap, diketahui bahwa r'f = Pr', untuk i, j =0, 1, 2, 3, ..., n-1 di Dop.
Jadi, r' dan ¢ saling terhubung langsung di G. Walaupun 2 komutatif dengan
s i=0,1,2,...,n-1tetapisr,i=0,1,2, ..., n-1tidak komutatif dengan r’
untuk j selain % Akibatnya, subgrap komplit terbesar di G hanyalah memuat

titik 1, r, r%, ..., ™. Jadi, multiplisitas sikel di G sama dengan multiplisitas
sikel di K,,. Sudah diperoleh pada penelitian terdahulu bahwa multiplisitas

2n

sikel pada K, adalah ["2_

A ] + % untuk n genap. Jadi multiplisitas sikel untuk

graf G adalah ["2;2"] + 2, untuk n genap.
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Hasil 4.

Bukti

Misalkan G adalah graf komuting dari grup Dihedral D,,. Maka dimensi

metrik dari G adalah 2n — 3 untuk n ganjil dan 3"12—_4 untuk n genap.

Untuk n ganjil, diketahui bahwa r'f = P'r', untuk i, j =0, 1, 2, 3, ..., n-1 di Dan.
Jadi, r' dan v saling terhubung langsung di G. Di lain pihak, sr' hanya
komutatif dengan 1 di Don, untuk i=0, 1, 2, ..., n-1. Jadi, sr' tidak terhubung
langsung dengan ), untuk i, j =0, 1, 2, ..., n-1 di G. Ambil

S={s,sr,sr% ... st"% r, ., M)
Jadi, S memuat sebanyak 2n — 3 anggota.
Akan diperoleh bahwa representasi jarak semua titik di G terhadap S adalah
berbeda. Jadi diperoleh dimensi metrik graf G adalah

dim(G) <2n-3
Ambil R himpunan bagian dari V(G) dengan IR|=|S|-1< |s/|.Berarti ada
minimal satusr',i=0,2,3,....n—2ataur,j=1,2,3, ..., n— 2 yang tidak
masuk di R, sebut sr” atau r®. Akibatnya, sr’ dan sr"* akan mempunyai
representasi jarak yang sama atau r? dengan r"* akan mempunyai representasi
jarak yang sama. Jadi diperoleh dimensi metrk graf G adalah

dim(G) >2n-4
atau

dim(G) >2n-3
Terbukti, dim(G) = 2n — 3, untuk n ganjil.

{s, sr,sr2, s r, 2t e, rt

Untuk n genap, diketahui bahwa r'f = Pr', untuk i,j =0, 1, 2, 3, ..., n-1 di Dyn.
Jadi, r' dan ¥ saling terhubung langsung di G. Walaupun 2 komutatif dengan
s, i=0,1,2,...,n-1tetapisr,i=0, 1, 2, ..., n-1 tidak komutatif dengan r
untuk j selain g
Ambil
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n—2
S={s,sr,sr% ....sr 2,11 ..., "%}
. 3n—4
Jadi, S memuat sebanyak —— anggota.

Akan diperoleh bahwa representasi jarak semua titik di G terhadap S adalah

berbeda. Jadi diperoleh dimensi metrik graf G adalah
3n—4
2

dim(G) <
Ambil R himpunan bagian dari V(G) dengan |R|=|S|-1< |S|. Berarti ada

minimal satu sr',i=0,2,3,....,n—2ataur,j=1,2,3, ..., n— 2 yang tidak
masuk di R, sebut sr atau r’. Akibatnya, sr® dan sr"* akan mempunyai
representasi jarak yang sama atau r? dengan r"* akan mempunyai representasi

jarak yang sama. Jadi diperoleh dimensi metrk graf G adalah

3n—4
2

dim(G) > -1

atau
3n—4

dim(G) > =

Terbukti, dim(G) = 3"2—_4, untuk n genap.

B. Graf Nonkomuting dari Grup Dihedral D,
Graf Nonkomuting Grup Dihedral Dy
Elemen-elemen dari grup dihedral D, adalah {1,7,72, s, sr, sr?}. Adapun hasil
operasi komposisi pada setiap elemen grup dihedral D dalam bentuk tabel cayley

sebagai berikut:
Tabel 4.7. Tabel Cayley Dg

° 1| | # s | s | 7
1 1 ¥ e 5 sr | s
r r r? 1 | s | s sr
Pl ro|ose | s | s
5 s st | se? |1 I r?
st | st |52 | S r? 1 I
st | s | s ST ¥ ¥ 1
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Dari tabel di atas, warna biru menunjukkan center grup dihedral D, yaitu {1},
karena jika dioperasikan, 1 komutatif dengan semua elemen di D. Sedangkan warna
kuning menunjukkan unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral Dyg.
Sehingga unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral D4 sebagai berikut:

2

ros#sor rlos#sor?

SoSr #Sros

2

rosSr#sror riosr#sror sosr? #srlos

2 2

rosr?#sr?or r?osr?#sr?or? srosr?#srlosr

Dengan menghilangkan center dari grup Dg yaitu Z(Dg) = {1}, sehingga graf
non komuting dari grup Ds memiliki himpunan titik-titik I, = {r,72,s, sr,sr?}.
Kemudian hasil di atas digambarkan ke dalam bentuk graf non komuting sebagai

berikut:

Sr

Gambar 4.7. Graf Nonkomuting dari Grup Dg
Berdasarkan graf pada Gambar 4.7 diperoleh bahwa:

a. radius adalah 1, yaitu dari nilai e(s).

b. diameter adalah 2, yaitu dari nilai e(r).

c. order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 4, dari subgraf
dengan titik {s, r?, sr, sr’}.

d. multiplisitas sikel adalah 2.

2. Graf Nonkomuting Grup Dihedral Dg
Elemen-elemen dari grup dihedral Dg adalah {1,7,72,73,s,sr,sr?,sr3}.
Adapun hasil operasi komposisi pada setiap elemen grup dihedral Dg dalam bentuk

tabel cayley sebagai berikut:
Tabel 4.8. Tabel Cayley Dg
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22| r¥ | 1| r |sr?|sr®| s | sr
| 3| 1| r | r?]| sr|sr?|sr¥| s
s s | sr|sr|sr*| 1 | r | r*|?
st | st |sr?|sr3| s | 2| 1 r | r?
st¥|sr?|sr®| s |sr| 7% || 1 T

st3|sr3| s |sr|sr?| r | 72| 3| 1

Dari tabel di atas, warna biru menunjukkan center grup dihedral Dg yaitu
{1,723}, karena jika dioperasikan, 1 dan r? komutatif dengan semua elemen di Dg.
Sedangkan daerah warna kuning merupakan unsur-unsur yang tidak komutatif pada

grup dihedral Dg. Sehingga unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral Dg
sebagai berikut:

rosS#Sor r3os#sor?3 SoSr#Sros
rosSr#sror r3osr#sror?3 sosr3#srios
rosr’#srior r3osri#sriors3 srosr? #sriosr

3 3

rosr3#srdor r3osr3#sr3or3 sr?osrd=srd o sr?
Dengan menghilangkan center dari grup Dg yaitu Z(Dg) = {1,772}, sehingga

graf  non komuting dari grup Dg  memiliki  himpunan titik-titik

Ip, = {r,73,s,sr,sr?,sr3}. Kemudian hasil di atas digambarkan ke dalam bentuk

graf non komuting sebagai berikut:
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ST, SrZ

Gambar 4.8. Graf Nonkomuting dari Grup Dg
Berdasarkan graf pada Gambar 4.8 diperoleh bahwa:
a. radius adalah 2, yaitu dari nilai e(s).
b. diameter adalah 2, yaitu dari nilai e(r).
c. order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 3, dari subgraf
dengan titik {s, sr, r’}.
d. multiplisitas sikel adalah 3.

3. Graf Nonkomuting Grup Dihedral D4
Elemen-elemen dari grup dihedral Dy, adalah {1,7,72,73,r%s,sr,sr?,
sr3, sr*}. Adapun hasil operasi komposisi pada setiap elemen grup dihedral Dy,

dalam bentuk tabel cayley sebagai berikut:
Tabel 4.9. Tabel Cayley D4
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o 1 r|lr2 ||| 5 | sr|sr?|sr?| osrt
1 1 r |2 | | r* | 5 | sr | sr?|srd| s
T r | r2 | | r*| 1 |sr*| 5 | sr|sr?| srd
r2 | 2 | 3| r 1 r | sr¥|sr*| s sr | sr?
r3 | 3 | r* 1 r | r? | sr?|sr3 | sr?| s 51
rt | r# 1 r | r2 | rd | sr|sr?|sr?|srt| s

s s | sr|sr?| sr3|srd| 1 r | r2 | r? | 4
sr | sr | sr?|sr?| sr¥| 5 | r? 1 r = | &=
sre|sr? | sr3 | sr*| 5 | sr | ¥R | ¢t 1 r r?
sr¥|srd3|sr¥| 5 | sr|sr?| P2 | P | rt | 1 T
srt|sr?| s sr| sr¥|srd | r | P2 | P3| e 1

Dari tabel di atas, warna biru menunjukkan center grup dihedral D, yaitu {1},

karena jika dioperasikan, 1 komutatif dengan semua elemen di D,.

Sedangkan

daerah warna kuning merupakan unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral

D;o. Sehingga unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral D;, sebagai

berikut:
ros#sor
rosSr *+Sror
rosr®#sréor
rosr3#srior

rosr4¢sr4or

2 2

rc“os#sor

T2°ST¢ST°T2

2 2

osr?#srior

r
r2 osrd3 #sr3 or?
r2osrt# srt or?

3 3

r>os#sSor

3 3

r2oSr#Sror

r3osr2¢sr20r3

3 3

r3osr3#srdor

r3osr4¢sr4or3

4

r 4

oSFSor

4

r 4

oST £Sror

rtosr? £ srior?

4

r 3 4

osr3#srdor

rtosrt £ srtort
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SoSr# Ssros
sosr: #srios
sosr3#srd os
sosrt* #srtos

2 2
srosr?# sriosr

srosrd #srd3osr

4

srosrt* #srtosr

2

sr2osrd #sr3osr

2

ST 4

osr* = srtosr

3

sr3osrt £ srtosr

2

2

3



Dengan menghilangkan center dari grup Dy, Yaitu Z(D;o) = {1}, sehingga
graf non komuting dari grup D;, memiliki  himpunan titik-titik
Ip,, = {r,r%r3,r% s,sr,sr%, sr3,sr*}. Kemudian hasil di atas digambarkan ke

dalam bentuk graf non komuting sebagai berikut:

Gambar 4.9. Graf Nonkomuting pada Grup D4,
Berdasarkan graf pada Gambar 4.9 diperoleh bahwa:

e. radius adalah 1, yaitu dari nilai e(s).

f. diameter adalah 2, yaitu dari nilai e(r).

g. order subgraf komplit terbesar atau bilangan clique adalah 6, dari subgraf
dengan titik {r, s, sr, sr?, sr*, sr*}.

h. multiplisitas sikel adalah 3.

4. Graf Nonkomuting Grup Dihedral D4,
Elemen-elemen dari grup dihedral D;, adalah {1,7,72%,7r3,r% 1% s, sr,sr?,
sr3, sr#, sr>}. Adapun hasil operasi komposisi pada setiap elemen grup dihedral D,

dalam bentuk tabel cayley sebagai berikut:
Tabel 4.10. Tabel Cayley D4,
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2| r r3 | r sr 5 | sr | sr?| sr
e S I S IS r | r2 | sr3|sr*|sr¥| s | sr | sr?
et 1 ro| r2 | 3 | | srd | srt| sr5| 5 | sr
5| 1 ro| P2 3 et | s | sr? | srd| st | a5 s
5 5 | sr|sr?|sr3| sr| srE| 1 ro| 2| 3| r | B
st | sr| sr?| s | sr*|sr3| s | P3| 1 r| r¥| | e
sr2|sr?| srd | st | srB| s | s | Pt | rB |1 ro| 2| 3
sr¥|srd¥| srd|sr¥| 5 | sr | sPE| PR et | PR 1 r | r?
sr¥|sr*| sr¥| 5 | sr | sr?| s e | | | PR 1 r
st |sr3| s | sr|sr?|srd | sr*| e | P2 | P | |1

Dari tabel di atas, warna biru menunjukkan center grup dihedral D;, yaitu
{1,73}, karena jika dioperasikan, 1 dan 3 komutatif dengan semua elemen di D,.
Sedangkan daerah warna kuning merupakan unsur-unsur yang tidak komutatif pada
grup dihedral D;,. Sehingga unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral D;,

sebagai berikut:

ros#sor rtos#sort SoSr#Ssros
rosSr#sror rtosr#sror? sosr?#srlos
rosri#srtor réosr? £sriort sosrt*#srtos
rosrd3+srdor rtosr3£srdort sosr® #srdos
rosrt+srtor rtosrt£srtor? srosr? #srlosr
rosr>#sr’or réosrdS#srior? srosrd3 #srdosr
r2os#sor? roos#sor?® srosr® #sr’osr
r% o sr#sror? roosr#sror?® sr?osrd # sr3osr?
r2o sr? #sr?or? roosr#srior? sr? o srt # srt o sr?
r2osr3#sr3dor? rlosr3d#srdor? sr3osrt # srtosrd
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2 2 5

r2osrt#srtor roosrt#srtor sr3osrd # srdosr3

2 2 5

r2osr>#srdor roosr’ #sr’or sr*osrd # sr’osrt
Dengan menghilangkan center dari grup D;, yaitu Z(D;,) = {1,713}, sehingga

graf non komuting dari grup D;; memiliki  himpunan titik-titik

Tp, =r,1r%r4 1>, s,sr,sr%, 573, sr%, sr>}. Kemudian hasil di atas digambarkan ke

dalam bentuk graf non komuting sebagai berikut:

Gambar 4.10. Graf Nonkomuting dari Grup D4,

5.  Graf Nonkomuting Grup Dihedral D44
Elemen-elemen dari grup dihedral D;, adalah {1,7r,72,73,r%,r5, 1% s, sr,sr?,
sr3, s, sr® sr®}. Adapun hasil operasi komposisi pada setiap elemen grup

dihedral D;, dalam bentuk tabel cayley sebagai berikut:
Tabel 4.11. Tabel Cayley D44
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s | 1| r|rE| 3|t | S| ré| s | sr|sri|srd|srt|srh|sré
1 1 r|lrE |2t | ¢S | 8| 5 | sr [sr?| sr®|srt| sr5|srs
r ro|lri | rErr | v v | 1 |srf| 5 | sr | sr?|sr? | srt | srS
T I e I e I L I | r |sri|sr®| s | sr|sr?| sr®|srd
I | r* eS| S| 1 | v | r? |sr*|seS|srf| 5 | sr | sr®|srd
Pl I e L I | ro|r | r® | s srd|srS|srf| 5 | sr | st
ol s | 8| 1 vl | r¥ | vy | sr?| sr3|srd | ¢S |sr8| 5 | 57
e | rf | 1 rolrE |t | r5 | sy | sri|srd | srt|srS | s s

5 5 | sr |sr?®|sr®|sr*|srS|srf| 1 rolr2 | rE | r* | 5| rE
sr | sr | sr?|sr®|sri|sr¥ st 5 | ¥R 1 ro| i rE |t r
sre|sr?| sre|sr|srS|sré| 5 | sr|¥5 | 8|1 | r? | rE | rd
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Dari tabel di atas, warna biru menunjukkan center grup dihedral D,, yaitu {1},

karena jika dioperasikan, 1 komutatif dengan semua elemen di D;,. Sedangkan

daerah warna kuning merupakan unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral

D;4. Sehingga unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral D;, sebagai

berikut:
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r2os#sor r>os#sor sr osr3 #srd o sr
r2osr#sror? ro>osr#sror?® sr osr* # sr* o sr
r2osr2#sr>or? r®osr:#srior? sr osr® #£sr® o sr
r2osr3#srdor? rdosrdxsrdior? sr osr® # srb o sr
r2osrt#srtor? rd>osrtEsrtor®  sr? osrd#srd o sr?
r2osrS#srPor? rdosrP#sr’or®  sr?osrt#srt o sr?
r2osr®#sr®or?2 rdosrb£sr®or®  sr?osr®#sr’ o sr?
r3os#sor3 r®os#sor® sr? osr® # sr® o sr?
r3osr#sror? r®osr#srort sr3 osrt = sr* o srd
r3osr2#sr2ord r®osr?2xsr?2or®  srdosr®#sr® o sri
r3osr3#sr3dord rlosrdEsrdor®  srd3osr® #sr® o 53
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Dengan menghilangkan center dari grup D4 Yaitu Z(D;,) = {1}, sehingga
graf non komuting dari grup Dy, memiliki himpunan titik-titik I}, = {r,r?, r3,
r* 3,18, s, 51,512,513, sr%, 51>, sr®}). Kemudian hasil di atas digambarkan ke

dalam bentuk graf non komuting sebagai berikut:

Gambar 4.11. Graf Nonkomuting dari Grup D44
6. Spektrum Detour Graf Non Komuting Grup Dihedral D44

40



Elemen-elemen dari grup dihedral D16 adalah
{(1,r, 75,73, r4r5, 70,17, s, 51,512, 513, 5%, sr°, 518 sr7}.  Adapun hasil operasi
komposisi pada setiap elemen grup dihedral D;4 dalam bentuk tabel cayley sebagai

berikut:
Tabel 4.12. Tabel Cayley D4

S e I I I I I e I I I B Tl Tl Il I
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e e B R B L L e 1 P I S er | sr? | srd | ar® | orf
e e B L L 1 r il e e e’ | s zr | sr? | sr® | =
el I I L 1 r PR I Il I I I gz | sr? | o’
43 e L 1 r P i el P P L B 5 sr | sr®
45 L 1 r o I I I I BN I I o I e = =7
| e 1 ¥ PR I I L L R R I Il I L R =
= [ o B I I Il I I | r P L L L L
sr | s |sr? | ar® | laed | ar® | 57| s v 1 r PR I B P
g sre | sri| et | sr | ar® | 57 | s s | eS| P 1 r e I B
ar? | ars | or® | sr® | or® | 2r” | s s |ar?| #5 | ¢S | #7 1 r P e
et | or® | ord | 2| 27| s el el I L L L 1 r 2| #2
et el | srf | 27 | = s | e | s er® | #EF ] et P eS| T 1 * rt
e | ar® | =7 | = a1 o I Il Il IS I I I P e 1 r
2 | sr | 5 sr | sri|ar? | srt | et s r PR I I I P e |

Dari tabel di atas, warna biru menunjukkan center grup dihedral D4 yaitu
{1,7*}, karena jika dioperasikan, 1 dan r* komutatif dengan semua elemen di Dy,.
Sedangkan daerah warna kuning merupakan unsur-unsur yang tidak komutatif pada
grup dihedral D;4. Sehingga unsur-unsur yang tidak komutatif pada grup dihedral D;¢

sebagai berikut:

41



5

5

ros#sor r>os#sor SoSr#Sros
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rosr®#sr®or rS o srb£sr®ord sr osr? #sr? o sr
rosr’#sr’ or r>osr’ #sr’ or? sr osr3 #sr3 o sr
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Dengan menghilangkan center dari grup D;¢ Yaitu Z(D;4) = {1,7*}, sehingga
graf non komuting dari grup D;¢ memiliki himpunan titik-titik Tp,, = {r,r?,
r3 2,18 r7, s, sr sre sr3, srt, sr®, sré, sr7}. Kemudian hasil di atas digambarkan

ke dalam bentuk graf non komuting sebagai berikut:
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Gambar 4.12. Graf Non Komuting dari Grup D44

Berdasarkan pengamatan pada beberapa graf, maka dapat diperoleh tabel
berikut.

Aspek Ds | Dg | Dig | D12 | Dig | Dig | e D2n
Radius 1 2 1 2 1 2 1, ganjil
2, n genap
Diameter 2 2 2 2 2 2 2
Bilangan Clique 4 3 6 4 8 5 n+ 1, n ganjil
~+1,ngenap

Hasil 5.
Misalkan G adalah graf nonkomuting dari grup Dihedral D,,. Maka radius
graf G adalah rad(G) = 1 (n ganjil) dan rad(G) = 2 (n genap).

Bukti
Untuk n ganjil, maka Z(G) = {1} dan s tidak saling komutatif untuk semua
unsur yang lain. Maka diperoleh e(s) = 1. Karena rad(G) adalah eksentrisitas

terkecil, maka rad(G) = 1, untuk n ganjil.

Untuk n genap, maka Z(G) = {1, r%}. Karena r' dan r saling komutatif, maka
r' dan r tidak terhubung langsung di G. Karenasr' (i=0, 1,2, ..., ~) saling
komutatif dengan sr (j = ~2+ 1,2+ 2,..,n-1) maka sr' tidak terhubung
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langsung dengan sr. Diperoleh e(F) = e(sr') = e(sF) = 2. Artinya semua unsur

mempunyai eksentrisitas 2. Jadi rad(G) = 2, untuk n genap.

Hasil 6.

Bukti

Misalkan G adalah graf nonkomuting dari grup Dihedral D,,. Maka diameter
graf G adalah diam(G) = 2 (n ganjil) dan rad(G) = 2 (n genap).

Untuk n ganjil, maka Z(G) = {1}. Karena s tidak saling komutatif untuk
semua unsur yang lain, maka jarak terbesar antara titik yang lain adalah 2,
yaitu lintasan yang melalui s. Karena r' dan ¢ saling komutatif, maka r' dan r’
tidak terhubung langsung di G dan e(r') = 2. Karena diameter G adalah

eksentrisitas terbesar, maka diam(G) = 2.

Untuk n genap, maka Z(G) = {1, r%}. Karena r' dan saling komutatif, maka
r' dan P tidak terhubung langsung di G. Karenasr' (i=0, 1,2, ..., 7) saling

n n
)

komutatif dengansf (j==,5+ 1,2+ 2,...,n- 1) maka sr' tidak terhubung
langsung dengan sr. Diperoleh e(r) = e(sr') = e(s') = 2. Artinya semua unsur
mempunyai eksentrisitas 2. Jadi diam(G) = rad(G) = 2, untuk n genap.
Terbukti bahwa diam(G) = 2.

Hasil 7.

Bukti

Misalkan G adalah graf nonkomuting dari grup Dihedral D,,. Maka bilangan
clique dari G adalah n + 1 (n ganjil) dan % + 1 (n genap).

Untuk n ganijil, diperoleh bahwa himpunan S = {r, s, sr, sr?, sr*, ..., st"™*
saling tidak komutatif di D2,. Dengan demikian, maka S = {r, s, sr, sr?, sr,
., st} akan membentuk subgraf komplit terbesar di G. Dengan demikian,

maka bilangan clique graf G adalah n + 1, yaitu kardinalitas himpunan S.
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Untuk n genap, maka Z(G) = {1, r%}. Karena r' dan st tidak saling komutatif,

maka r' dan s tidak terhubung langsung di G. Karenasr' (i=0, 1,2, ..., %)
saling komutatif dengan sr (j = ~5+ 1,2+ 2,...,n-1) maka sr' tidak
terhubung langsung dengan sr’. Namun demikian, sr' (i=0, 1,2, ..., g) tidak
saling komutatif satu sama lain. Maka st i=0,1,2,..., %) akan membentuk
graf komplit. Karenasr' (i=0, 1,2, ..., %) terhubung langsung dengan r, maka
diperoleh subgraf komplit terbesar yang memuat % + 1 titik. Jadi bilangan

clique untuk G adalah % + 1, untuk n genap.
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BAB V
PENUTUP

A. Kesimpulan

bahwa
1.

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan

Dimensi metrik graf komuting dari grup dihedral D, adalah 2n — 3 untuk n
ganjil dan 3"2—_4 untuk n genap.

n2-2n
6

Multiplisitas sikel graf komuting dari grup dihedral adalah [ ] untuk n

n2-2n
6

ganjil dan [ ] + = untuk n genap.

Radius dan diameter graf komuting dari grup dihedral masing-masing adalah
rad(G) = 1 dan diam(G) = 2, sedangkan radius dan diameter graf nonkomuting
dari grup dihedral masing-masing adalah rad(G) = 1 (n ganjil) dan rad(G) = 2
(n genap) serta diam(G) = 2.

Bilangan clique graf komuting dari grup Dihedral D, adalah n, sedangkan

bilangan clique graf nonkomuting dari grup Dihedral D,, adalah n + 1 (n

ganjil) dan g + 1 (n genap).

B. Saran

Saran yang dapat diajukan berkaitan dengan hasil penelitian ini adalah perlu

penelitian lanjutan untuk menentukan multiplisitas sikel dan dimensi metrik graf

nonkomuting dari grup dihedral. Panelitian lainnya dapat diarahkan pada aspek yang

lain dari graf komuting atau non komuting dari grup dihedral.
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