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BAB |
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan q. Graf dengan order
p dan ukuran g dapat disebut graf-(p, g) (Cartrand & Lesniak, 1986).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik udan v. Jikae = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung
dari e. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e = uv. Derajat dari titik
v di graf G, ditulis deg;(v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung
dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan
deg. (v) disingkat menjadi deg(v) (Cartrand & Lesniak, 1986).

Perkembangan terbaru teori graf juga membahas graf yang dibangun dari
grup. Misal G grup berhingga dan X adalah subset dari G. Graf komuting C(G, X)
adalah graf yang memiliki himpunan titik X dan dua titik berbeda akan terhubung
langsung jika saling komutatif di G. Jadi, titik x dan y akan terhubung langsung di
C(G,X) jika dan hanya jika xy = yx di G (Vahidi & Talebi, 2010:123). Terkait
penelitian mengenai graf komuting, Vahidi & Talebi (2010) membahas tentang
bilangan bebas, bilangan clique, dan bilangan cover minimum. Chelvam, dkk.
(2011) meneliti tentang bilangan kromatik dan bilangan clique pada graf
komuting yang diperoleh dari grup dihedral. Abdussakir, dkk. (2013) meneliti
tentang spectrum dari graf komuting yang diperoleh dari grup dihedral.

Perkembangan berikutnya, muncul istilah graf nonkomuting dari suatu
grup. Misalkan G grup tak komutatif dengan senter Z(G). Graf non komuting
NC(G) adalah graf yang memiliki himpunan titik G\Z(G) dan dua titik x,y €
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G\Z(G) akan terhubung langsung di NC(G) jika xy # yx di G (Abdollahi, et.al,
2006 dan Abdollahi, et.al, 2010). Karena G adalah grup tak komutatif, maka graf
non komuting NC(G) adalah graf terhubung. Terkait penelitian ini, Abdollahi,
dkk. (2010) telah melakukan penelitian mengenai bilangan clique dari graf non
komuting beberapa grup termasuk grup dihedral. Rivatul Ridho E. (2013) dan
Nafisah (2013) telah meneliti spectrum pada graf non komuting yang diperoleh
dari grup dihedral. Abdussakir, dkk. (2014) meneliti radius, diameter, multiplisitas
sikel, dan dimensi metrik graf komuting dan non komuting dari grup dihedral.
Faigotul Himmah (2014) meneliti bilangan dominasi dan dominasi total graf
komuting dan non komuting dari grup dihedral.

Automorfisma pada graf G adalah permutasi ¢ pada himpunan V(G)
dengan syarat bahwa untuk sebarang u, v € V(G) berlaku uv € E(G) jika dan
hanya jika @(u)p(v) € E(G) (Cartrand & lesniak, 1986:250; Cameron, 2001:1;
Ganesan, 2012:1). Dengan kata lain, automorfisma pada graf G adalah permutasi
pada himpunan titik di G yang mempertahankan keterhubungan langsung antara
dua titik. Himpunan semua automorfisma pada graf G dengan operasi komposisi
fungi membentuk grup yang disebut grup automorfisma, dan dinotasikan dengan
Aut(G) (Cameron, 2001:2). Kardinalitas himpunan Aut(G), atau \Aut(G) |,
dinamakan bilangan automorfisma pada G.

Beberapa penelitian mengenai automorfisma pada graf sudah dilakukan.
Cameron (2001) meneliti mengenai automorfisma pada graf berhingga khususnya
pada graf asimetris. Morris (2000) meneliti grup automorfisma pada graf sirkulan.
Ganesan (2012) meneliti grup automorfisma pada graf Cayley yang dibangun dari
himpunan transposisi. Himmah Rosyidah (2010) meneliti grup automorfisma pada
graf komplit K, dan graf sikel C,. Any Tsalatsatul Fitriyah (2011) meneliti
automorfisma graf roda dan graf tangga, sedangkan Reni Tri Damayanti (2011)
meneliti automorfisma graf bintang dan graf lintasan.

Sampai saat ini belum ada penelitian mengenai grup automorfisme pada
graf komuting dan non komuting dari grup non abelian. Dengan demikian, maka
penulis merasa perlu untuk melakukan penelitian terkait topik grup automorfisma
pada graf komuting dan non komuting dengan mengangkat judul “grup

automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari grup dihedral, grup
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simetri, dan grup quaternion”. Topik ini menarik untuk dikaji karena melibatkan
dua cabang penting dari matematika, yaitu aljabar dan teori graf. Pertama bekerja
dalam struktur aljabar berupa grup. Selanjutnya bekerja dalam teori graf dan
kemudian kembali ke struktur aljabar menggunakan konsep isomorfisma.
Akhirnya berusaha menemukan pola umum grup automorfisma pada graf yang
digunakan, yaitu graf komuting dan non komuting.

B. Rumusan Masalah
Masalah dalam penelitian ini dirumuskan sebagai berikut, yaitu
(1) bagaimana grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari
grup dihedral?
(2) bagaimana grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari
grup simetri?
(3) bagaimana grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari

grup quaternion?

C. Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah untuk
menentukan
(1) pola umum grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari
grup dihedral.
(2) pola umum grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari
grup simetri.
(3) pola umum grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari

grup quaternion.

D. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai sumbangan
teori dalam pengembangan kajian aljabar dan teori graf, khususnya pada kajian
mengenai grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari grup non
abelian. Hasil penelitian ini juga diharapkan menjadi landasan dasar untuk
penelitian lanjutan terkait topik grup automorfisma pada graf komuting dan non

komuting dari suatu grup.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Grup Automorfisma pada Graf Komuting dan Graf Non Komuting dari
Grup Dihedral

1. Grup Automorfisma pada Graf Komuting dari Grup Dihedral

Telah diketahui bahwa grup dihedral order 2n adalah Do, = {1, 1, %, ..., I
s, sr, sr?, ..., s'™}. Untuk menentukan grup automorfisma pada graf komuting
dari grup dihedral, pembahasan akan dimulai dari beberapa kasus grup dihedral,
yaitu Dg, Dg, D1, dan D1,. Grup dihedral order 6 adalah Dg = {1,7,72, s, s, sr2}.
Dengan operasi " o ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 4.1 Tabel Cayley dari Grup Dg

o |1 |7r |r2| s |sr]|sr
1|1 | r |r%|s |sr|sr?
r|r|r®|1|sr¥ s |sr
r2|r2| 1| r |sr|srfy s
s|s|sr|srd 1| r|r?
sr|sr|sry s |r®|1|r
srésrd s |sr|r |r?| 1

Berdasarkan tabel di atas, center grup dihedral-6 adalah {1}, karena 1 komutatif
dengan semua elemen grup dihedral-6. Elemen-elemen yang saling komutatif

adalah:

1. Elemen r! saling komutatif,
lor=rol lor?=1201 ror2=r2or
2. 1 komutatif dengan elemen sr*,
sol=1os srol=1osr sr?o1=10sr?
Sehingga dapat digambarkan graf komutingnya sebagai berikut

Sr S -

Sr? r

17
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Dalam penelitian ini dari graf komuting yang telah terbentuk, kemudian
akan dikelompokkan menjadi beberapa jenis graf lain berdasarkan anggota pada
graf tersebut. Pertama akan diambil X = {1, s, sr, ..., st™" !} untuk membentuk
graf komuting C(D,,, X) dan kedua akan diambil X = {1,r,72,...,7" 1} untuk
membentuk graf komuting C(D;,, X).

Graf komuting C(Dg, X = {1,7,7%}) akan berbentuk graf komplit K3

sebagai berikut.

1

Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Dg, X =
{1,r,72}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit K3, yaitu
himpunan permutasi dari {1, r,72}. Dengan demikian, maka grup automorfisma
dari graf komuting C(Dg, X = {1, 7,72%}) akan berbentuk grup simetri S.

Graf komuting C(Dg, X = {1,s,sr,sr?}) akan berbentuk graf bintang

sebagai berikut.

Sr?
Sr 1

S

Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Dg, X =
{1,s,sr,sr?}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf bintang Ss,
yaitu himpunan permutasi dari {s,sr,sr?}. Dengan demikian, maka grup
automorfisma dari graf komuting C(Dg, X = {1, s, sT, sr?}) akan berbentuk grup
simetri order 3 yaitu Ss.

Grup dihedral order 8 adalah Dg = {1,7, 72,73, s, sr, sr?, sr3}. Dengan

operasi " o ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:
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Tabel 4.2 Tabel Cayley dari Grup Dg

o |1 | r |72 |13 | s | sr|sr®|sr
1 | 1| r |2 |13 | s | sr|sr?|srd
r | r |2 | r3| 1 |sr3| s | sr|sr?
r2 | r2 | 3| 1 | r |sr®|sr3| s | sr
33 1| r | r®|sr|sr®|sr3]| s
s | s | sr|sr?|sr3| 1| r |r?2 |3
sr | sr |sr®|sr3| s | 3| 1| r | r®
sr¥|sr?|sr3| s | sr|r2 | 3| 1| r
sr3|sr3| s | sr|sri| r | P | 3| 1

Berdasarkan tabel di atas, terdapat dua elemen yang menjadi center grup dihedral-
8 yaitu {1, 72}, karena keduanya bersifat komutatif dengan semua elemen grup
dihedral-8. Elemen-elemen yang saling komutatif adalah:
1. Elemen r' saling komutatif,
lor=rol lor3=1301 ror3=r3or
lor?2=1%01 rer?=r2or r2ord =13 or?
2. 1 komutatif dengan elemen s,
sel=1os sr201=10sr?
srol=1osr sr301=10sr3
3. r? komutatif dengan elemen sr*,
sor?=7r%o0s srlor? =r?osr?

sror?=rlogr sr3er? =r2ogr3

4. Elemen sr! komutatif dengan sr'*z,

sosr?=sros srosrd =sr3osr

Sehingga dapat digambarkan graf komutingnya sebagai berikut.
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Graf komuting C(Dg, X = {1,7,72,73}) akan berbentuk graf komplit K,

sebagai berikut.

2
Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Dg, X =
{1,7r,72,73}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit K,
yaitu himpunan permutasi dari {1, 7,72,73}. Dengan demikian, maka grup
automorfisma dari graf komuting C(Dg, X = {1,7,72%,73}) akan berbentuk grup
simetri Sa.

Graf komuting C(Dg, X = {1, s, sr, sr?,sr3}) berbentuk graf kincir Wds ,

sebagai berikut.

sr’ sr
Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Dg, X =
{1,s,sr,sr?,sr3}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf kincir
W(ds3 », yaitu graf kincir dengan dua daun kincir yang berbentuk graf komplit Ks.

Grup dihedral order 10 adalah Dy = {1,7,72,73,74,s, s7, 572,573, sr*}.

Dengan operasi " o ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 4.3 Tabel Cayley dari Grup Dy

R r | r | r|rt s | sr | sr? | srd | srt

r |2 | P | rt | s | sr|sr?|sr|srt

r r | || r*| 1 |srt| s | sr|sr?|sr

|||t 1 r |srd|srt| s | sr | sr?

Bl rt| 1 r | r? |sr?|sr3|srt| s | sr
| rt |1 r | r2 | 3 | sr|sr?|srd|srt




s s | sr | sr?|srd|srt T 3|
sr | sr | sr? | sr3 | srt rt | 1 2| 8
sr2 | sr? | sr3 | sr* r r | r* r | r?
sr3 | sr3 | srt r sri | r¥ | 3 1 r
sr* | srt . sr2 | sr3 | r | r? 41

Dari tabel di atas, terlihat bahwa center grup dihedral-10 yaitu {1}, karena 1

komutatif dengan semua elemen grup dihedral-10.Elemen-elemen yang saling

komutatif pada grup dihedral-10 sebagai berikut.

1. Elemen r' saling komutatif,

lor=ro1l rori=rlor
lor2=r%201 rord=rd3or
lor3=7r301 rort*=rtor
107"4:7'401 r20r3=r3or2

2. 1 komutatif dengan elemen sr?,

sol=1o0s Srzolzlosrz

srel=1esr srPol=1o0sr

sttol =1o0sr*

Sehingga dapat digambarkan graf komutingnya sebagai berikut.

21

Graf komuting C(Dyo, X = {1,7,7%,73,7*}) akan berbentuk graf komplit
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Ks sebagai berikut.

r3
r2

Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Dio, X =

{1,r,72,r3,r*}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit Ks,

yaitu himpunan permutasi dari {1,7,72,73,7*}. Dengan demikian, maka grup

automorfisma dari graf komuting C(Dy, X = {1,7,7%,73,7*}) akan berbentuk

grup simetri Ss.

Graf komuting C(Dyg,X = {1,s,sr,sr?,sr3,sr*}) akan berbentuk graf
bintang Ss atau Kis. Graf bintang K;s ini memuat 6 titik yaitu V(K;s) =
{1,s,sr,sr?,sr3,sr*}. Masing-masing titik berderajat satu, kecuali titik pusat
yang berderajat 5. Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting
C(Dyo, X = {1,s,sr,sr?,sr3,sr*}) akan isomorfik dengan grup automorfisma
pada graf bintang Ss, yaitu himpunan permutasi dari {s, sr, sr2, sr3, sr*}. Dengan
demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting
C(D1g, X = {1,s,sr,sr?,sr3,sr*})  akan berbentuk grup simetri Ss. Berikut

adalah gambar dari graf komuting C(Dyo, X = {1, s, s, sr2,s7r3,sr%}).

sr S

2
STe 1

sri
sr

Grup dihedral order 12 adalah D1, = {1, 1, r2 3, r* ro, s, sr, sre,

sr3, sr*, sr°}. Dengan operasi " o ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut.



Tabel 4.3 Tabel Cayley dari Grup D

2

5

2

r r r r r s Sr | sr ST ST sr
r | r2 | r | r*t | s sr | sr? | sr3 | srt | sr®
T r | v | | rt | sr’ | s st | sr? | srd | sr*
2| r2 || r|r srt | sr® | s sr | sr? | srd
||| r | 12 | sr3 | srt|sr® | s | sr | sr?
| rt | T 2 | 13 | sr? | sr3 | srt|sr’ | s ST
r* | r r | r2 | 3 | rt | sr | sr?|sr3| srt|sr®
s s | sr | sr? | srd3 | srt|sr® r | r |||
sr | sr | sr? | sr3 | srt | sr® rs rz2 | r | rt
sr | sr? | sr3 | srt|sr® | s | sr | vt | 1S r2 | r3
sr3 | sr3 | srt|sr> | s | sr|sr2| 3 | rt | 1S r | r?
srt | srt (st | s | sr|srt|sr3 |2 | | rt | S
st |sr5 | s | sr|sr2|sr3|sr*| r | 2| P3|t | 1S

Berdasarkan tabel di atas, terdapat dua elemen yang menjadi center grup yaitu
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{1,73}, karena keduanya bersifat komutatif dengan semua elemen grup dihedral-

12. Elemen-elemen yang saling komutatif pada grup dihedral-12 sebagai berikut.

1. Elemen r! saling komutatif,

or=rol
2 — 201
3 — 301
4 _ 4-01
5_1,.501

ror
ror
ror
ror

T'ZOT

2. 1 komutatif dengan elemen sr*,

sol=1leos

srol= 1losr

3. r3 komutatif dengan elemen sr?,

sord=r

sror

3

3

3

=r3osr

oS

srlor

3

2
3
4
5
3

ST 07'3:7' o Sr

4. Elemen sr! komutatif dengan sr'*z,

SosSr

3

3

=S8Sr-os§

Sr o Sr

4

3 _

=r
=r
=r
=r
=r

sr?e1= 1losr
sr3o1= 1losr

w1 AW N

or
or
or
or
or

2
3

o sr°

3

4

= Sr " oSr

r
r
T
T

BWw W NN

2

Sr- o STr

Sehingga dapat digambarkan graf komutingnya sebagai berikut.

or
or
or
or

[ B B A T

5
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Graf komuting C(Dyp, X = {1,7,7%,73,r%r>}) akan berbentuk graf

komplit Kg sebagai berikut.
1 r

r r’

Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Diz, X =
{1,7,r2,7r3,r* r>}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit
Ke, yaitu himpunan permutasi dari {1,r,72,73,7* r°}. Dengan demikian, maka
grup automorfisma dari graf komuting C(Dy,, X = {1,7,7%,73,r%r%})  akan
berbentuk grup simetri S.

Graf komuting C(Dyp, X = {1,s,sr,sr?,sr3,sr*, sr°}) berbentuk graf

kincir Wds 3 sebagai berikut.

S Sr

sr sr
Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Di;, X =

2 sr3,sr*, sr°}) akan isomorfik dengan grup automorfisma pada graf

{1,s,sr,sr
Kincir Wds3, yaitu graf kincir dengan tiga daun kincir yang berbentuk graf
komplit Ks.
Berdasarkan beberapa kasus di atas dapat dirumuskan beberapa teorema
berikut.
Teorema 1.
Misalkan Do, = {1, r, 1% ..., "™ s, sr, sr? ..., sr™*} adalah grup dihedral

dengan n bilangan asli dari 2. Misalkan X = {1, r, r% ..., r"'} adalah subset
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dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf komuting C(D2,, X) akan
isomorfik dengan grup automorfisma graf komplit K, yaitu berbentuk grup
simetri Sy,
Bukti:

Karena semua anggota X saling komutatif, maka graf komuting C(D2y, X)
yang memuat X sebagai himpunan titiknya akan berbentuk graf komplit
dengan n titik atau K,. Dengan demikian grup automorfisma dari graf
komuting C(D2n, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf komplit
Kn. Karena K, adalah graf komplit, maka grup automorfisma pada K, tidak
lain adalah semua permutasi pada {1, r, r% ..., r"*}. Himpunan semua
permutasi pada {1, r, r?, ..., r"*} tidak lain adalah grup simetri S,. Dengan
demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(D-y, X) berbentuk

grup simetri Sp,.

Teorema 2.
Misalkan Do, = {1, 1, 1% ..., "™ s, sr, sr? ..., sr™} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli ganjil lebih dari 2. Misalkan X = {1, s, sr, sr?, ..., sr”™
1} adalah subset dari D2, Maka grup automorfisma dari graf komuting
C(D2p, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang Ky ,, yaitu
berbentuk grup simetri Sp,.

Bukti:
Karena n bilangan asli ganjil, maka semua anggota X selain unsur 1 tidak
saling komutatif dan unsur 1 saling komutatif dengan semua unsur yang
lain, maka graf komuting C(D2,, X) yang memuat X sebagai himpunan
titiknya akan berbentuk graf bintang dengan n + 1 titik atau K , dengan titik
1 sebagai titik pusat. Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf
komuting C(D2n, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang
K1, Karena masing-masing s, sr, sr? ..., sr™* berderajat satu di Ky, maka
grup automorfisma pada Kj , tidak lain adalah permutasi pada {s, sr, st ...,
sr"*} karena unsur 1 harus dipetakan pada dirinya sendiri. Jadi, grup

automorfisma pada K;, akan berbentuk grup simetri dengan n unsur atau
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Sn. Dengan demikian, maka grup automorfisma dari graf komuting C(Da,
X) berbentuk grup simetri S,.

Teorema 3.
Misalkan Do, = {1, 1, 1% ..., "™ s, sr, sr? ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli genap dari 3. Misalkan X = {1, s, sr, sr?, ..., sr"'}
adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf komuting C(Dzp,

X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf kincir W=, yaitu graf
2

Kincir dengan % daun kincir yang masing-masing berbentuk graf komplit Ks.

Bukti:
Diketahui bahwa semua anggota X saling komutatif dengan 1. Maka, semua

unsur X akan terhubung langsung di C(D2, X). Karena n bilangan asli

genap, maka s dan srz, sr dan srz™*, sr® dan sr2*%, ..., srz”* dan sr™!
akan saling terhubung langsung di C(D2,, X). Dengan demikian, maka graf

komuting C(D2n, X) akan berbentuk graf kincir dengan % daun Kincir yang

masing-masing berbentuk graf komplit Ks. Jadi, grup automorfisma dari
graf komuting C(D,,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf

Kincir W n.
2

2. Grup Automorfisma pada Graf Non Komuting dari Grup Dihedral
Grup dihedral-6 (Dy) dibentuk oleh elemen-elemen {1,7,72,s, sr, sr?}. Jika
grup dihedral dioperasikan dengan operasi "°", maka didapatkan hasil tabel

Cayley adalah sebagai berikut:

Tabel 4.5. Tabel Cayley dari Grup Dg

1 r r2 S Sr | Sr?
1 1 r r? S Sr | Sr?
r r 72 1 | Sr? S Sr

r? r? 1 r Sr | Sr? S
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Berdasarkan tabel di atas, dapat dilihat bahwa center dari grup dihedral-6 (Dg)

adalah {1}, karena {1} jika dioperasikan dengan operasi biner "o " terhadap
seluruh anggota grup dihedral—6 maka hasilnya adalah komutatif. Pada tabel
kolom-kolom yang ditunjukkan dengan warna biru adalah unsur-unsur dari grup
dihedral-6 yang non komutatif, sedangkan kolom-kolom yang berwarna kuning
adalah unsur-unsur dari grup dihedral-6 (Dg) yang komutatif. Sehingga dapat

ditentukan elemen-elemen yang non komutatif adalah:

roS#Sor 7208 #0712 SoSr+#S8roS
roSr#Sror r20Sr # Sror? SoSr2+5Sr2o8
roSr2+#Srior r2oSr? £ Sr2or? SroSr? +Sr?oSr

Dari elemen-elemen yang non komutatif di atas, dapat digambarkan graf non

komutatifnya sebagai berikut:

~
®

sr?

sr

Jika dari gambar graf non komutating di atas diambil misalkan himpunan X dari
salah satu unsur sr’ dan semua unsur r‘yaitu X = {s,r,72} maka akan
membentuk graf bintang—2 yang disimbolkan dengan Kj, atau S,, sebagai
berikut.
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S
Gambar graf bintang—2(S,) terdiri dari tiga titik yaitu {s,r, 72} dimana
titik s berderajat dua dan titik ¢ berderajat satu. Maka berikut adalah fungsi-

fungsi automorfisma yang mungkin dari graf bintang—2(S;) jika a:S; = S,

adalah:
a=E T ) =00
= 5 T)=®0

Jika sudah ditemukan fungsi-fungsi automorfisma dari graf bintang—2 (S,) maka
dapat dituliskan himpunan permutasinya adalah {aq,a;}. Himpunan
automorfisma graf bintang—2 (S,) dengan anggota {a;,@,} merupakan suatu
grup dengan jumlah anggota permutasi sebanyak dua anggota.

Apabila pada graf non komutating di atas jika diambil himpunan X dari
seluruh unsur srt yaitu X = {s, sr, sr?} maka akan membentuk graf komplit order

tiga yang disimbolkan dengan K3

Sr?
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Gambar graf komplit—3(K3) terdiri dari tiga titik yaitu V(K;) =
(S, Sr, Sr?} dimana semua titik berderajat dua. Maka berikut adalah fungsi-fungsi
automorfisma yang mungkin dari graf komplit—3(K3) jika ¢: K3 = K3 adalah:
_ (S Sr Sr®\ _ 2
01= (5 o or2) = (ENETD)

S Sr S
(s o ’”r)=(5)(5r5r2)

(sz St Sr)=(5r)(SSr2)

S

(S Sr Sr? 2

= (5 s ,) = (Sr2)(S 57)
. Sr\ _ 2
_(Sr N S)—(SSrSr)

Sr Sr?
Pe = (Sr S Sr

Jika sudah ditemukan fungsi-fungsi automorfisma dari graf komplit—3 (K3) maka

)= (s s s1)

dapat  dituliskan  himpunan  permutasi yang  automorfis  adalah
{01, 02, 03, P4, P4, Pc}. Himpunan autoorfisma graf komplit—3 (K3) memiliki
permutasi  yang automorfis sebanyak enam (6) anggota yaitu
{01, 02, 3, P4, P4, Pg} Yang tidak lain adalah grup simetri Ss.

Grup dihedral-8 (Dg) dibentuk oleh elemen-elemen

3,s,sr,sr?,sr3}. Oleh karena itu jika grup dihedral-8 (Dg) dioperasikan

{(1,r,7%,r
dengan operasi “°“ akan menghasilkan unsur-unsur yang terdapat pada tabel
Cayley di bawah ini:

Tabel 4.6. Tabel Cayley dari Grup Dg

° 1 T r2 r3 s sr | sr? | srd
1 1 r r2 r3 s sr | sr? | srd
r r r2 r3 1 sr3 s sr | sr?
r? r? r3 1 r sr2 | srd s ST
r3 r3 1 r r2 sr | sr? | sr3 s
s s sr | sr? | sr3 1 r r2 r3
sr sr| sr? | sr3 s r3 1 7 r?
sr? | sr? | srd s sr r? r3 1 r
sr3 | sr3 s sr | sr? r r2 r3 1
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Berdasarkan tabel Cayley di atas menunjukkan bahwa pada grup dihedral-8 (Dg)
terdapat dua elemen yang menjadi center grup yaitu {1, 2}, karena kedua elemen
tersebut komutatif terhadap semua elemen grup dihedral-8 (Dg). Berikut adalah
elemen-elemen yang non komutatif dari grup dihedral-8:

ros#sor r3os#sord SoSr#Sros
rosr#sror r3osr #srord sosr3#srios
rosr:i#srior r3osri#sriord srosr?#sriosr

rosr3#sr3or r3osrd3#sr3ord srlosrd #srdosr?

Dari elemen-elemen yang non komutatif di atas, dapat digambarkan graf non

komutingnya sebagai berikut:
S8

S

Jika dari gambar graf non komuting di atas diambil misalkan himpunan X dari
salah satu unsur Sr' dan semua unsur 7' yaitu X = {s,7,73} maka akan

membentuk graf bintang—2 yang disimbolkan dengan S,.
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S
Gambar graf bintang—2 (S,) terdiri dari tiga titik yaitu V(S,) = {s,r,73}
dimana titik s berderajat dua dan titik r* berderajat satu. Maka berikut adalah

fungsi-fungsi automorfisma yang mungkin dari graf bintang—2(S,) jika a: S, -

S, adalah:
o as) = (EHEH

o =
w= 3 T)=®ers

Jika sudah ditemukan fungsi-fungsi automorfisma dari graf bintang—2 (S,) maka

S Sr Sr3
S
S
S

dapat dituliskan himpunan permutasinya adalah {aq,a,}. Himpunan permutasi
graf bintang—2 (S,) dari salah satu unsur sr’ dan semua unsur r' memiliki
jumlah permutasi yang automorfis sebanyak dua (2) anggota yaitu {a;, a, }.

Apabila dari gambar graf non komuting di atas di ambil himpunan X dari
seluruh unsur Srt adalah X = {S,Sr,Sr?,Sr3} maka akan membentuk graf
sikel—4(Cy).

Sr3 s
9 9
@ ©

sr sr

Gambar graf sikel—4(C,) terdiri dari empat titik yaitu V(C,) =
{S,Sr,Sr?,5r3} dimana semua titik berderajat dua. Jika dimisalkan fungsi dari

graf sikel-4 dari unsur seluruh Sridipetakan terhadap dirinya sendiri yaitu
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@:C4y - C4, maka banyaknya kemungkinan fungsi permutasip yang
automorfismedari sikel-4 sembilan (9) fungsi. Himpunan permutasi yang mungkin
terjadi pada graf dihedral-8 (D, 4) adalah sebagai berikut:

1= @6 = (sT)(sT*)(s sT%)
(8)(sT)(sT*)(s7°)
@z = (s s1)(sT%57%) @7 = (sr)(sr®)(s sr?)
@3 = (s sr?)(srsr?) @g = (s srsrisrd)
@4 = (s sr3)(sr sr?) @9 = (s sr?sr3 sr)

@5 = (S)(sT?)(sT s7°)

Jika sudah ditemukan fungsi-fungsi automorfisma dari graf sikel—4 (C;) maka
dapat dituliskan himpunan permutasinya adalah
{©1, 02, 03,04, 05, 96, 7, 95, 9o} yang memuat sebanyak 9 anggota.

Grup dihedral-10 (Dyy) dibentuk oleh elemen-elemen
{(1,7,72,r3, 1% s,s7,sr%,sr3,sr*}. Oleh Kkarena itu jika grup dihedral-10 (D;,)
dioperasikan dengan operasi “°“ akan menghasilkan unsur-unsur yang terdapat
pada tabel Cayley di bawah ini:

Tabel 4.7. Tabel Cayley dari Grup Dy

0 1 r | r2 | || s | sr|sr?|srd|srt
1 1 r|r2 ||t | s | sr|sr?|srd|srt
r r |2 | 2| r* | 1 |sr*| s | sr|sr?| s
r2lr2 3|1 r |sr3|srt| s | sr|sr?
| rt | 1 r | r® |sr?|srd3|srt| s | sr
r* | rt | 1 r | 2 | 3 | sr |sr?|srd|srt]| s
s s | sr|sr®|srd|srt| 1 r | 2| 3| r?
sr | sr | sr? | sr3 | sr s | rt | 1 r | 2 | 3
sr2 | sr? [srd3 | srt | s | sr | 3|t | 1 r | r?
sr3 | sr3|srt| s | sr|sr?2| 2|3t |1 r
st¥|srt | s | sr|sr?|sr3 | r | 2|3t 1

Berdasarkan tabel Cayley di atas menunjukkan bahwa pada grup dihedral-10
(D1p) terdapat elemen yang menjadi center grup yaitu {1}, karena {1} merupakan
elemen komutatif terhadap semua elemen grup dihedral-10(D;,). Berikut adalah

elemen-elemen yang non komutatif dari grup dihedral-10:



ros#sor
rosr#sror
rosr?#srior
rosr3#srior
rosrt#srtor

r3os#sord

r3osr#sror

r3osri#srior
3
3

3
3

r3osrd #srd orsd
r3osrt #srtor3

rlos#sor?

riosr#sror?

2

rlosr2#srior

2

osr3#srdor

2
-2
r2osrt#srt or?

rtos#sort
rtosr £sror
rtosr? £srior
rto sr3£srd or

rtosrt £ srtort

4
4
4
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SoSr#sSros
sosr? #sr
sosrd #sr
sosrt # sr
ST osr? # sr

s
os

s

o ST
srosrd #sr
srosrt #sr
sr?osrd # sr
sr?osrt # sr
sr3osrt # sr

o sT
o ST

o 512
o 512

N N’ Y N OU N RN N )

osr3

Dari elemen-elemen yang non komutatif di atas, dapat digambarkan graf non

komutingnya sebagai berikut:

Jika dari gambar graf non komuting di atas jika kita ambil misalkan himpunan X

dari salah satu unsur Sr‘ dan semua unsur r! yaitu X = {S,7,r2%,r3,r*} maka

akan membentuk graf bintang—4 (S,).

r3 r2
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Gambar graf bintang—4(S,) terdiri dari lima titik yaitu V(S,) =
{S,r,r%,r3,r*} dimana titik S berderajat empat dan titik ¢ berderajat satu. Maka
berikut adalah fungsi-fungsi automorfisma yang mungkin dari graf bintang—4(S,)

jika a: S, — S, adalah:

ay = S @EHE)0H) a3 = )3 (rrir?)
az = (S)(r r*rir®) a1y = (S)(r")(rrir?)
as = (S)(rr*rir’) as = ()N rir?)
a, = (S)(rr’r’r?) ae = ()T (r3r?)
as = (S)(rr’rir?) a7 = () (r*r*)
as = (S)(rrir’r’) ag = (M EH*r?)
a; = (S)(rririr®?) a9 = ()T (r )
ag = ()M (r*r’rh) az = ()T (rr?)
ag = () (r?*r*r?) az = (S)rHEH(rr?)
ay = ) rirt) Az = () r¥)(r3rh)
ayy = S r*rd) azs = (S)(rr®) (r*r")
a1z = () rPr®) azq = (S)(r r>)(r?r*)

Jika sudah ditemukan fungsi-fungsi yang automorfisma dari graf bintang—4 (
V(S,)) maka dapat dituliskan bahwa himpunan permutasi yang automorfisma dari
graf bintang—4(V (S,))adalah berjumlah 24 permutasi.

Apabila dari gambar graf non komuting di atas diambil himpunan Y dari
seluruh unsur Sr' adalah Y = {S, Sr,Sr?,Sr3, Sr*} maka akan membentuk graf

komplit—5(K5) yang disimbolkan dengan (K5). Digambarkan sebagai berikut:
Sr3

sr’

Sr
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Gambar  graf  komplit—5 (K5)  terdiri  dari  lima  titik  yaitu
V(Ks) = {S,Sr,Sr?,5r3,Sr*} dimana semua titik berderajat empat. Jika
dimisalkan fungsi dari graf sikel-4 dari unsur tersebut terhadap dirinya sendiri
yaitu ¢:K, - K,, maka banyaknya kemungkinan fungsi permutasi ¢ yang
automorfisma dari sikel-4 kepada dirinya sendiri sebanyak 5! atau 120 permutasi.

Grup dihedral-12 (D12) dibentuk oleh elemen-elemen
(1,7,7%,r3,r%, 75 s, 51,512,573, sr*, sr*}. Oleh karena itu jika grup dihedral-12
(D1;) dioperasikan dengan operasi “°“ akan menghasilkan unsur-unsur yang

terdapat pada tabel Cayley di bawah ini:

Tabel 4.8. Tabel Cayley dari Grup Dy,

o |l 1 | r |23 | | 5| s | sr|sr?|sr3|srt|sr®
1|1 | r |23 r* | 5| s | sr|sre|sr3]|srt|srd
r|lr |23t S 1 [sro| s | sr|srd|sr3|srt
2|2 |3t |1 r |srt|sr®| s | sr|sr?|srd
Pt 1| r | r? | srd | srt|srd| s | sr | sr?
ot S 1| [ 2| 3 | s sr3 st sr5| s | sr
sl 1| r | 23|t sr|sr?|srd|srt| s s
s | s | sr|sr®|sr3|srt|sr®| 1 | r [r2 |3 |t |
st | sr|sr?|sr3|srt|srd| s || 1 | r |72 | 3|t
srZ|sr®|sr3|srt|sr5| s [sr|r¥ || 1 | r |72 |3
sr3|sr3|srd|sro| s | sr|sr2{ 3 |t S| 1| r | r?
st |srd|sro| s | sr|sré|sr3 {23 |t || 1| r
sro|sre| s | sr|sr®|sr3|srd| r [ 2|3 |t 0|1

Berdasarkan tabel Cayley di atas menunjukkan bahwa pada grup dihedral-12(D;,)
terdapat elemen yang menjadi center grup yaitu {1, 73}, karena {1, 3} merupakan
elemen komutatif terhadap semua elemen grup dihedral-12(D, ). Berikut adalah

elemen-elemen yang non komutatif dari grup dihedral-12:

ros#sor rtos#sort SoSr#5Sros
roSr#sror réosr#sror? sosr?#srlos
rosri#srtor réosr? £sriort sosr*£srtos
rosr3#srdor rtosr3#srdor? sosr®#srlos
rosrt#srtor rtosrt£srtort srosr? #srlosr
rosr>#sr’or réosrdS#£sroor? srosrd = srd3osr
r2os#sor? roos#sor?® srosr® # sr’osr



2

r“ oSr#Sror

o sr2 #srior?

OT'Z

2

o srt #sr

2

2 o 513 #sr
2 o
2

2
3
4
5 2

o Sr>#sroor

oSr £ Sror
osr? £srlor
osrd £ sr
osrt # sr

vt 1oL v

oST° # ST
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sr2 o sr3 # sr3 o sr?

2 3
sr?osrt # srtosr?
o3 4 o o3
3 5
4 5

osrt # srtosr

sr3osrd # srdosrd
sr¥osrd # srdosrt

Dari elemen-elemen yang non komutatif di atas, dapat digambarkan graf non

komutingnya sebagai berikut:

Jika dari gambar graf non komuting di atas jika kita ambil misalkan himpunan

Xdari salah satu unsur Sr! dan semua unsur riyaitu X = {s,r,7%,r* 1>} maka

akan membentuk graf bintang—4 yang disimbolkan dengan V (S,).
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Gambar graf bintang—4(S,) terdiri dari lima titik yaitu V(S,) =
{S,r,r%,r* r>} dimana titik s berderajat empat dan titik ! berderajat satu. Maka
berikut adalah fungsi-fungsi automorfisma yang mungkin dari graf bintang—4(S,)

jikaa: S, — S, adalah:

a = (MEHEH ) a3 = () (rror?)
az = (S)(rr’r*r?) a1y = () rPr?)
az = (S)(rr’r>r?) a5 = (S)(r®)(rr*r?)
ag = (S)(rririr?) a6 = ()T (r*r?)
as = (S)(rriror?) a7 = () (r?r®)
as = (S)(rror’r®) aig = (M) (r*r?)
a; = (S)(rrértr?) a9 = ()TN EH(r %)
ag = (S)()(r*rir?) az = ()T rh)
ag = (S)()(r*r°r) az = (S)rH(E)(rr?)
ayg = (S)(rH)(rr*rd) Az = (S)(rr¥)(r*r?)
ay = ()T r°rh) az = (S)(rr*) (r?r®)
ap = () (rrer?) azq = (S)(r r*)(r?r®)

Jika sudah ditemukan fungsi-fungsi automorfisma dari graf bintang—4 (S,;) maka
dapat dituliskan bahwa himpunan permutasi yang automorfisma dari graf
bintang—4 (S,) adalah berjumlah 24 anggota permutasi.

Berdasarkan gambar graf non komuting di atas jika dimisalkan himpunan
Y dari seluruh unsur Sri yaitu Y = {S,Sr,Sr% Sr3, Sr* Sr*} maka akan
membentuk graf sikel—6(Cs) yang disimbolkan dengan V(Cs). Digambarkan

sebagai berikut:

5
Sr Sr

srt Sr2

Srd



38

Gambar graf sikel—6 (Cy) terdiri dari enam titik yaitu
V(Ce) = {S,Sr,5r%,Sr3,5r*, Sr*} dimana semua titik berderajat duat. Jika
dimisalkan fungsi dari graf sikel-6 dari unsur tersebut terhadap dirinya sendiri
yaitu ¢:Cq — C4, maka banyaknya kemungkinan fungsi ¢ yang satu-satu dan
onto sdari sikel-6 kepada dirinya sendiri sebanyak 6! atau 720 fungsi.

Berdasarkan uraian beberapa kasus di atas dapat dirumuskan beberapa

teorema berikut.

Teorema 4.
Misalkan Do, = {1, 1, 1% ..., " s, sr, sr? ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli ganjil lebih dari 2. Misalkan X = {sr', r, r*, ..., r"}
adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf non komuting
NC(D,,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang Sy,
yaitu berbentuk grup simetri Sy.1.

Bukti:
Pada X = {sr', r, r*, ..., r"} unsur r, r? ..., " saling komutatif di Do
Akibatnya r, r% ..., r"! tidak saling terhubung langsung di NC(Dzn, X).
Karena sr', i =0, 1, 2, ..., n-1 tidak komutatif dengan r, r?, ..., r"* maka sr'
dan r, % ..., " akan saling terhubung langsung di NC(Dz,, X). Dengan
demikian akan diperoleh graf bintang n — 1, dengan sr' sebagai titik pusat.
Akibatnya grup automorfisma graf non komuting NC(D,, X) akan
isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang S,.;. Karena grup
automorfisma pada graf bintang S,.1 berisi semupa permutasi pada { r, r?, ...,
"} maka grup ini akan berbentuk grup simetri S,i. Jadi, grup
automorfisma dari graf non komuting NC(D2,, X) akan isomorfik dengan

grup automorfisma graf bintang Sp.1, yaitu berbentuk grup simetri Sp.;.

Teorema 5.
Misalkan Doy = {1, 1, 1% ..., r"™ s, sr, sr? ..., sr™} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli genap lebih dari 2. Misalkan

. n n
X={sr' r, % .. rz27 " r2% ™Y}
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adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf non komuting
NC(D,,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang Sy,

yaitu berbentuk grup simetri Sy.».

Bukti:
. n n n n
Pada X = {sr', r, r? .., vz 5, vzt " unsurr, 2, L 2 2t L e
. I - 2 L e Nl .
saling komutatif di D,,. Akibatnya r, r°, ..., vz~ -, rz' -, .., r — tidak salin
y

terhubung langsung di NC(D2,, X). Karena sri=0, 1,2, .. n1 tidak

komutatif dengan r, r? ..., vz, rz*!, . "t maka sr danr, r? .., rz7 %,
rz™1, ., r"! akan saling terhubung langsung di NC(Ds, X). Dengan

demikian akan diperoleh graf bintang n — 2, dengan sr' sebagai titik pusat.
Akibatnya grup automorfisma graf non komuting NC(D2, X) akan
isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang S,.,. Karena grup
automorfisma pada graf bintang S,., berisi semupa permutasi pada { r, r?, ...,

rz—, rz*! "™} maka grup ini akan berbentuk grup simetri Sp... Jadi,

grup automorfisma dari graf non komuting NC(D, X) akan isomorfik
dengan grup automorfisma graf bintang S;.,, yaitu berbentuk grup simetri
Sn.z.

Teorema 6.
Misalkan Do, = {1, 1, 1% ..., " s, sr, sr? ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli ganjil lebih dari 2. Misalkan X = {sr’ |i=0,1,2, ..,
n-1} adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf non
komuting NC(D2,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf
komplit K, yaitu berbentuk grup simetri S,.

Bukti:
Pada X = {sr' | i =0, 1, 2, ..., n-1} unsur sr'’, i = 0, 1, 2, ..., n-1 tidak
komutatif di D,, sehingga akan saling terhubung langsung di NC(D2,, X).
Dengan demikian akan diperoleh graf komplit n. Akibatnya grup
automorfisma graf non komuting NC(D,,, X) akan isomorfik dengan grup
automorfisma graf komplit K,. Karena grup automorfisma pada graf komplit

K, berisi semua permutasi pada {sr’ [1=0,1,2,..,n-1} maka grup ini akan
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berbentuk grup simetri S,. Jadi, grup automorfisma dari graf non komuting
NC(D,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf komplit Kp,

yaitu berbentuk grup simetri S,,.

B. Grup Automorfisma pada Graf Komuting dari Grup Simetri

Diketahui bahwa grup simetri S, memuat semuat permutasi pada
himpunan {1, 2, 3, ..., n}. Dengan demikian, maka banyak unsur pada S,
sebanyak n! pada penelitian ini, pembahasan grup simetri dibatasi untuk n
bilangan asli ganjil dan n lebih dari 2.

Pada grup simetri Ss, terdapat 6 unsur yaitu 1, (12), (13), (23), (123) dan
(132). Karena grup simetri Sz isomorfik dengan grup dihedral Ds, maka graf

komuting Sz bentuknya sama dengan graf komuting D, yaitu sebagai berikut.

(132)
(123)

(13)
23) (12)

Dengan memilih X = {1, (123), (132)} subset dari S3, maka diperoleh graf
komuting C(Ss, X) berbentuk graf komplit K3 berikut.

(132)
(123)

Selanjutnya dengan memilih X = {1, (12), (13), (23)} subset dari S3, maka
diperoleh graf komuting C(Ss, X) berbentuk graf bintang Kj 3 berikut.

(12)
(13)

(23)
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Diperoleh bahwa graf komuting C(Ss, X) dengan X = {1, (123), (132)}
berbentuk graf komplit K3 sehingga grup automorfisme graf komuting C(Ss, X)
akan berupa grup simetri S3. Sedangkan graf komuting C(S3, X) dengan X = {1,
(12), (13), (23)} berbentuk graf bintang K 3 sehingga grup automorfisme graf
komuting C(Ss, X) akan berupa grup simetri Sz juga.

Berdasarkan kenyataan pada grap komuting pada S3 di atas, maka dapat
dibuat teorema berikut.

Teorema 7.
Misalkan S, adalah grup simetri onder n! dengan n bilangan asli lebih dari 2.
Misalkan X adalah himpunan semua sikel 2 tunggal di S, yang saling
bersekutu tepat pada satu unsur dan 1. Maka grup automorfisma dari graf
komuting C(S,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang
K |x|—1 Yaitu berbentuk grup simetri Sjx|_;.

Bukti:
Diketahui bahwa S,, memiliki anggota sebanyak n! X adalah memuat 1
(identitas) dan semua sikel 2 tunggal yang saling bersekutu tepat di satu
unsur. Semua sikel 2 di X akan komutatif dengan 1, tetapi antara sikel 2 ini
tidak akan ada yang saling komutatif. Misal x = (ab) dan y = (cb) yang tepat
bersekutu di unsur b, maka xy = (ab)(cb) = (cab) dan yx = (cb)(ab) = (ach).
Diperoleh bahwa xy # yx. Dengan demikian, maka graf komuting C(S,, X)
akan berbentuk graf bintang K |x| . Grup automorfisma pada graf bintang
K; |x|-1 akan memuat semua permutasi dari sebanyak |X| — 1 unsur karena
1 harus dipetakan ke dirinya sendiri. Dengan demikian, maka grup

automorfisma ini akan berbentuk grup simetri S)x|_;. Jadi, grup

automorfisma dari graf komuting C(S,, X) berbentuk grup simetri Sjy|_;.

C. Grup Automorfisma pada Graf Komuting dan Graf Non Komuting dari

Grup Quaternion

Grup quaternion, ditulis Qs, didefinisikan dengan
Qs={1,-1,i,-i,], -], k, -k}
dimana operasi perkalian - ditentukan sebagai berikut.
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l.a=al=a,untuk semuaa e Qs.
(-1)-(-1) =1, (-))-a=a(-1) = -a, untuk semua a < Qs.
Hi=jj=kk=-1
i =k, ji=-k
jk=1i, kj=-i
ki=]j, ik =-j.
Dengan operasi tersebut, maka dapat diketahui bahwa Qg adalah grup non abelian
order 8. Menggunakan tabel Cayley maka diperoleh Tabel 4.9.
Berdasarkan tabel tersebut, maka diperoleh bahwa unsur 1 dan -1
komutatif dengan semua unsur yang lain di Qg. Unsur i dan —i, j dan —j, serta k

dan —k saling komutatif.

Tabel 4.9 Tabel Cayley dari Grup Qg

1 -1 i -i j ] k k
1 1 -1 i -i i j k -k
1 -1 1 -i i -j j -k k
i i i -1 1 k -k j i
-i -i i 1 -1 -k k i j
j j ] -k k 1 1 i i
- J k -k 1 -1 i i
k k -k j j -i i -1 1
-k -k k | j i -i 1 -1

1 -1

Dengan mengambil X = {1, i, -i, j, -}, k, -k} atau X = {-1, i, -1, j, -], k, -k} maka
graf komuting C(Qs, X) akan berbentuk graf kincir Wds s, yaitu graf kincir dengan
3 daun kincir dan masing-masing daun berbentuk graf komplit K3, sebagai
berikut.
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Dengan demikian maka grup automorfisma dari graf komuting C(Qsg, X) isomorfik
dengan grup automorfisma graf kincir Wds 3.

Lemma 1.
Misalkan Qg adalah grup quaternion dan X = {1, i, i, J, -], k, -k} atau X = {-
1,1, -i,], -], k, -k}. Maka grup automorfisma dari graf komuting C(Qs, X)
isomorfik dengan grup automorfisma graf kincir Wds 3.

Bukti:
Pada grup Qg unsur 1 dan -1 komutatif dengan semua unsur di Qg. Unsur i
dan —i, j dan —j, serta k dan —k juga saling komutatif. Akibatnya, pada graf
komuting C(Qs, X) unsur-unsur yang saling komutatif tersebut akan saling
terhubung langsung. Dengan demikian graf komuting C(Qg, X) akan
berbentuk graf kincir Wds 3, yaitu graf kincir dengan 3 daun kincir dan
masing-masing daun berbentuk graf komplit Ks. Jadi grup automorfisma
dari graf komuting C(Qg, X) isomorfik dengan grup automorfisma graf
Kincir Wds 3.

Graf non komuting dari Qg sebagai berikut.
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Graf non komuting ini tidak lain berbentuk graf multipatisi komplit K3 33. Dengan
mengambil X = {i, j, k} atau X = {-i, -j, -k} maka graf non komuting C(Qs, X)
akan berbentuk graf komplit K.

J i

k ®
Dengan demikian maka grup automorfisma dari graf non komuting NC(Qsg, X)
isomorfik dengan grup automorfisma graf kincir Ks, yaitu himpunan semua
permutasi pada X yang tidak lain adalah grup simetri Ss.
Lemma 2
Misalkan Qg adalah grup quaternion dan X = {i, j, k } atau X = {1, -}, -k}.
Maka grup automorfisma dari graf non komuting NC(Qs, X) isomorfik
dengan grup automorfisma graf komplit K3, yaitu berbentuk grup simetri Ss.
Bukti:
Pada grup Qs unsur X ={i, j, k } atau X = {-i, -j, -k} tidak saling komutatif.
Dengan demikian, maka unsur-unsur tersebut di NC(Qs, X) akan saling
terhubung langsung. Karena X hanya memuat 3 unsur, maka NC(Qs, X)
akan berbentuk graf komplit K3. Akibatnya, grup automorfisma dari graf
non komuting NC(Qg, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma dari Ks,

yaitu berbentuk grup simetri Ss.



BAB V
PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya maka kesimpulan yang

dapat diajukan adalah:

1. Grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari grup dihedral

memiliki sifat-sifat berikut.

a.

Misalkan Do, = {1, r, 2 ..., I, s, sr, sr?, ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli lebih dari 2. Jika X = {1, r, r?, ..., r"*} adalah subset
dari D2, maka grup automorfisma dari graf komuting C(D,,, X) akan
isomorfik dengan grup automorfisma graf komplit K, yaitu berbentuk
grup simetri Sp,.

Misalkan Do, = {1, 1, % ..., I, s, sr, sr?, ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli ganjil lebih dari 2. Misalkan X = {1, s, sr, sr? ...,
sr"*} adalah subset dari D, Maka grup automorfisma dari graf komuting
C(D2n, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang K,
yaitu berbentuk grup simetri S,

Misalkan Do, = {1, 1, % ..., I, s, sr, sr?, ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli genap dari 3. Misalkan X = {1, s, sr, sr?, ..., sr"™*}
adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf komuting C(D>,

X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf kincir W », yaitu graf
2

kincir dengan % daun kincir yang masing-masing berbentuk graf komplit

Ks.

Misalkan Do, = {1, 1, % ..., I, s, sr, sr?, ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli ganjil lebih dari 2. Misalkan X = {sr', r, r*, ..., r"™*}
adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf non komuting
NC(D2n, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang Sp.s,
yaitu berbentuk grup simetri Sy;.

Misalkan Do, = {1, 1, %, ..., I, s, sr, sr?, ..., sr™*} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli genap lebih dari 2. Misalkan
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n

X={sr'r,r? .., ril gt "1}
adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf non komuting
NC(D,,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang S;.,,
yaitu berbentuk grup simetri Sy.».

f. Misalkan Do, = {1, 1, %, ..., " s, sr, sr? ..., s’™} adalah grup dihedral
dengan n bilangan asli ganjil lebih dari 2. Misalkan X = {sr' |i=0, 1, 2, ...,
n-1} adalah subset dari D,,. Maka grup automorfisma dari graf non
komuting NC(D,,, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf
komplit K, yaitu berbentuk grup simetri S;,.

2. Grup automorfisma pada graf komuting grup simetri memiliki sifat-sifat
berikut. Misalkan S, adalah grup simetri onder n! dengan n bilangan asli lebih
dari 2. Misalkan X adalah himpunan semua sikel 2 tunggal di S, yang saling
bersekutu tepat pada satu unsur dan 1. Maka grup automorfisma dari graf
komuting C(Sn, X) akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang
K |x|—1 Yaitu berbentuk grup simetri Sjx|_;.

3. Grup automorfisma pada graf komuting dan non komuting dari grup quaternion
memiliki sifat-sifat berikut.

a. Misalkan Qg adalah grup quaternion dan X = {1, i, -i, j, -], k, -k} atau X =
{-1,1, -1, ], -}, k, -k}. Maka grup automorfisma dari graf komuting C(Qg, X)
isomorfik dengan grup automorfisma graf kincir Wds 3.

b. Misalkan Qg adalah grup quaternion dan X = {i, j, k } atau X = {-i, -J, -k}.
Maka grup automorfisma dari graf non komuting NC(Qs, X) isomorfik
dengan grup automorfisma graf komplit K3, yaitu berbentuk grup simetri
Sa.

B. Saran

Saran yang dapat diajukan berdasarkan hasil penelitian ini adalah masih
perlunya dilakukan penelitian mengenai grup automorfisma pada graf komuting
dan non komuting dari grup dihedral, grup simetri, serta grup quaternion dengan
mengambil subset yang berbeda. Khusus untuk grup quaternion dapat dilakukan
pada grup quaternion yang diperluas. Penelitian serupa juga dapat dilakukan pada

jenis-jenis graf yang lain.
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