
Seminar Nasional Teknologi Informasi, Komunikasi dan Industri (SNTIKI) 9 ISSN (Printed) : 2579-7271 

Fakultas Sains dan Teknologi, UIN Sultan Syarif Kasim Riau                                                 ISSN (Online) : 2579-5406 
Pekanbaru,18-19 Mei 2017 

 
 

670 

Spektrum Graf Konjugasi dan Komplemen Graf 
Konjugasi dari Grup Dihedral 

 
 
 

Abdussakir 
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang 

Jalan Gajayano 50 Malang, telp (0341) 551354, fax (0341) 572533 
e-mail: sakir@mat.uin-malang.ac.id 

 
 

Abstrak 
Penelitian terkait graf yang diperoleh dari suatu grup menjadi topik yang banyak diteliti seperti 

graf koset, graf komuting, graf nonkomuting, dan graf konjugasi. Sampai saat ini, penelitian mengenai 
spektrum graf kojugasi belum dilakukan. Pada penelitian ini diteliti spektrum keterhubungan dan spektrum 
Laplace graf konjugasi dan komplemen graf konjugasi dari grup dihedral. Berdasarkan penelitian diperoleh 
spektrum keterhubungan dan spektrum Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D2n untuk n ganjil dan    

n  3 serta konjektur pola umum spektrum Laplace graf komplemen dari graf konjugasi dari grup dihedral 

untuk n ganjil dan n  3 serta untuk n genap dan n  6. 

  
Kata kunci: spektrum, graf konjugasi,graf komplemen, grup dihedral 

 
 

Abstract 
Research topics related to graph obtained from a group are subject of much investigation today 

as coset graph, commuting graph, non commuting graph, and conjugation graph. Until now, research on 
the spectrum of conjugate graph is not done yet. In this study, we examined the adjacency spectrum and 
Laplacian spectrum of conjugate graph and its complement of dihedral group. According to this research, 
we have the adjacency spectrum and Laplacian spectrum of conjugate graph of dihedral group D2n for odd 

n where n  3 and conjectures for the Laplacian spectrum of complement graph of conjugate graph of 

dihedral group D2n for odd n where n  3 and for even n where n  6. 
 

  
Keywords: spectrum, conjugate graph, complement of graph, dihedral group. 

  
 
1. Pendahuluan 

Misalkan G graf dengan V(G) = {v1, v2, …, vp}. Matriks keterhubungan (Adjacency 

matrix) dari graf G, dinotasikan dengan A(G) = [aij], adalah matriks (p  p) dengan aij = 1 jika titik 
vi terhubung langsung dengan titik vj dan aij = 0 untuk lainnya [1][2]. Dengan demikian, maka 
matriks keterhubungan titik graf G adalah matriks simetri dengan entri 0 dan 1 dan bernilai 
untuk semua entri pada diagonal utamanya.  

Matriks derajat dari graf G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks diagonal yang 
elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari vi, i = 1, 2, 3, …, p.  Matriks L(G) = D(G) – 
A(G) disebut matriks Laplace [3] dan matriks L

+
(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless 

Laplace dari graf G [4]. 
 Pada graf G, lintasan-v1vn adalah barisan titik-titik berbeda v1, v2, …, vn sedemikian 
hingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf disebut terhubung jika terdapat 
suatu lintasan antara sebarang dua titik di G. Misalkan G adalah graf terhubung dengan order 

p. Matriks detour dari G, dinotasikan dengan DD(G) adalah matriks (p  p) sedemikian hingga 
unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari 
vi ke vj di G [5]. 

 Misalkan 1, 2, …, n dengan 1 > 2 > … > n adalah nilai eigen berbeda suatu 

matriks, dan misalkan m(1), m(2), …, m(n) adalah banyaknya basis untuk ruang vektor eigen 

masing-masing i. Matriks berordo (2  n) yang memuat 1, 2, …, n pada baris pertama dan 

m(1), m(2), …, m(n) pada baris kedua disebut spectrum graf G, dan dinotasikan dengan 
Spec(G) [6][7]. Spektrum yang diperoleh dari matriks A(G) disebut spektrum keterhubungan,  
dari matriks L(G) disebut spektrum Laplace, dari matriks L

+
(G) disebut spektrum signless 

Laplace, dan dari matriks DD(G) disebut spektrum detour.  
 Beberapa penelitian mengenai spektrum suatu graf sudah pernah dilakukan. Shuhua 
Yin [7] meneliti spektrum keterhubungan dan spektrum Laplace pada graf Gl yang diperoleh dari 
graf komplit Kl dengan menambahkan pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di Kl. 
Abdussakir [8] meneliti spektrum keterhubungan pada graf komplit (Kn), graf star (Sn), graf 
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bipartisi komplit (Km,n), dan graf lintasan (Pn). Ayyaswamy & Balachandran [5] meneliti spektrum 
detour pada beberapa graf yang meliputi graf K(n, n), graf korona G dan K1, graf perkalian 
Kartesius G dengan K2, graf perkalian leksikografik G dengan K2, dan perluasan dobel kover 
dari graf beraturan. Abdussakir, dkk [9] meneliti spektrum keterhubungan, Laplace, singless 
Laplace, dan detour graf multipartisi komplit. 
 Teori graf juga membahas graf yang dibangun dari grup yang anggotanya memenuhi 
sifat saling konjugasi. Misalkan G grup non komutatif. Unsur g dan h di G dikatakan saling 
konjugasi jika ada x di G sehingga g = xhx

-1
. Misalkan semua kelas konjugasi di G adalah [e], 

[g1], [g2], …, [gn]. Pada graf konjugasi dari grup G, unsur h akan terhubung langsung ke gi, jika h 
anggota [gi] [10][11]. Dalam penelitian ini, himpunan titik graf konjugasi adalah semua unsur di 
G tanpa mengurangi zenter G.   

Penelitian mengenai graf konjugasi telah dilakukan oleh beberapa peneliti. Erfanian dan 
Tolue [11] meneliti struktur graf konjugasi dari grup berhingga. Pada penelitian ini, akan dikaji 
spektrum dari graf konjugasi dan graf komplemen graf konjugasi dari grup dehidral (D2n). 

 
 

2. Metode Penelitian 
Penelitian ini adalah penelitian kepustakaan (library research). Spektrum diperoleh 

dengan mengkaji beberapa kasus pada grup dihedral. Graf konjugasi dan komplemen graf 
konjugasi dari grup dihedral D6, D8, ..., D16 dinyatakan ke dalam bentuk matriks, ditentukan 
spektrumnya, dan dianalisis pola yang terdapat pada spektrum yang diperoleh. Pola umum 
selanjutnya dinyatakan sebagai teorema yang dilengkapi dengan bukti formalnya. 
 
 
3. Hasil dan Analisis 
 Berikut disajikan hasil penelitian ini. 
Teorema 1  

Polinomial karakteristik matriks keterhubungan graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛 
untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝑃(𝜆)  = −𝜆 1 + 𝜆 
3𝑛−1

2  1 − 𝜆 
𝑛−1

2   𝑛 − 1 − 𝜆 . 

Bukti 

Misalkan grup dihedral 𝐷2𝑛 = {1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2 , … , 𝑠𝑟𝑛−1} dengan 𝑛 ganjil. 

Maka diperoleh klas konjugasi [1] = {1}, [r] = {r, r
n-1

}, [r
2
] = {r

2
, r

n-2
}, ..., [𝑟

𝑛−1

2 , 𝑟
𝑛−1

2
+1}, dan 

[s] = { 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2 , 𝑠𝑟3 , … , 𝑠𝑟𝑛−1}. Masing-masing klas konjugasi akan membentuk graf 
komplit di graf konjugasi G(D2n). Maka akan diperoleh matriks keterhubungan graf 

konjugasi dari grup 𝐷2𝑛, untuk n ganjil sebagai berikut 

𝐴 𝐺(𝐷2𝑛 ) =

1
𝑟
𝑟2

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

⋮
𝑠𝑟𝑛−1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0
0 0 0 … 1 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … 0
0 1 0 … 0 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 0 1 1 … 1
0 0 0 … 0 1 0 1 … 1
0 0 0 … 0 1 1 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 1
0 0 0 … 0 1 1 1 … 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan melakukan eliminasi Gaus-Jordan pada 𝐴 𝐺(𝐷2𝑛) − 𝜆𝐼 maka diperoleh 
polinomial karakteristik  

𝑃(𝜆)  = −𝜆 1 + 𝜆 
3𝑛−1

2  1 − 𝜆 
𝑛−1

2   𝑛 − 1 − 𝜆 . 

 
 
 

Teorema 2 
Spektrum keterhubungan graf konjugasi dari grup dihedral D2n untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 
adalah 
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𝑠𝑝𝑒𝑐𝐴(𝐺(𝐷2𝑛)) =  
𝑛 − 1 1 0 −1

1
𝑛−1

2
1

3(𝑛−1)

2

 . 

Bukti 
Berdasarkan Teorema 1 maka diperoleh nilai eigen matriks keterhubungan graf konjugasi 
dari grup dihedral D2n untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝜆1 = 𝑛 − 1, 𝜆2 = 1, 𝜆3 = 0, 𝜆4 = −1 

dan diperoleh multiplisitas untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu 

𝑚(𝜆1) = 1, 𝑚 𝜆2 =
𝑛 − 1

2
, 𝑚(𝜆3) = 1, 𝑚(𝜆4) =

3(𝑛 − 1)

2
 

Dengan demikian, maka diperoleh sepktrum keterhubungan titik sebagai berikut 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐴(𝐺(𝐷2𝑛 )) =  
𝑛 − 1 1 0 −1

1
𝑛 − 1

2
1

3(𝑛 − 1)

2

  

Teorema 3 
Polinomial karakteristik matriks Laplace pada graf konjugasi dari grup dihedral D2n untuk 

𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝑝 𝜆 = 𝜆
𝑛+3

2  2 − 𝜆 
𝑛−1

2 (𝜆 − 𝑛)(𝑛−1) 

Bukti 
Sesuai Teorema 1, maka matriks keterhubungan graf konjugasi dari grup dihedral adalah  

𝐴 𝐺(𝐷2𝑛 ) =

1
𝑟
𝑟2

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

⋮
𝑠𝑟𝑛−1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0
0 0 0 … 1 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … 0
0 1 0 … 0 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 0 1 1 … 1
0 0 0 … 0 1 0 1 … 1
0 0 0 … 0 1 1 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 1
0 0 0 … 0 1 1 1 … 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dan matriks derajat untuk graf konjugasi ini adalah   

𝐷 𝐺(𝐷2𝑛) =

1
𝑟
𝑟2

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

⋮
𝑠𝑟𝑛−1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0
0 1 0 … 1 0 0 0 … 0
0 0 1 … 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 0
0 1 0 … 1 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 𝑛 − 1 0 0 … 0
0 0 0 … 0 0 𝑛 − 1 0 … 0
0 0 0 … 0 0 0 𝑛 − 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 0
0 0 0 … 0 0 0 0 … 𝑛 − 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka matriks Laplace graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛adalah 

𝐿 𝐷2𝑛 =

1
𝑟
𝑟2

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

⋮
𝑠𝑟𝑛−1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0
0 1 0 … 0 0 0 0 … 0
0 0 1 … 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 0
0 0 0 … 1 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 𝑛 − 1 1 1 … 1
0 0 0 … 0 1 𝑛 − 1 1 … 1
0 0 0 … 0 1 1 𝑛 − 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 1
0 0 0 … 0 1 1 1 … 𝑛 − 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan mereduksi matriks  𝐿 𝐺(𝐷2𝑛 ) − 𝜆𝐼  menjadi matriks segitiga atas diperoleh  
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1
𝑟
𝑟2

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

⋮
𝑠𝑟𝑛−1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜆 0 0 … 0 0 0 0 … 0

0  1 − 𝜆 
𝑛−1

2 −1 … 0 0 0 0 … 0

0 0  −
𝜆 𝜆 − 2 

𝜆 − 1
 

𝑛−1

2

… 0 0 0 0 … 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … 0

0 0 0 …  −
𝜆 𝜆 − 2 

𝜆 − 1
 

𝑛−1

2

0 0 0 … 0

0 0 0 … 0   𝑛 − 1 − 𝜆 −1 −1 … −1

0 0 0 … 0 0  −
𝜆2 −  2𝑛 − 2 𝜆 + (𝑛2 − 2𝑛)

𝜆 −  1 − 𝑛 
 1 …  −

 𝜆 − 𝑛 

𝜆 −  1 − 𝑛 
 

0 0 0 … 0 0 0 … …
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 0 0 0 0 …  −
 𝜆 − 𝑛 𝜆

𝜆 − 1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
Polinomial karakteristik dari 𝐿 𝐷2𝑛  − 𝜆𝐼 adalah 𝑑𝑒𝑡(𝐿 𝐷2𝑛 − 𝜆𝐼) yang merupakan hasil 
perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga 
diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut 

𝑝 𝜆 = 𝜆
𝑛+3

2  2 − 𝜆 
𝑛−1

2 (𝜆 − 𝑛)(𝑛−1) 

Teorema 4  
Spektrum Laplace graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿(𝐺(𝐷2𝑛)) =  
𝑛 2 0

𝑛 − 1
𝑛 − 1

2

𝑛 + 3

2

  

Bukti 
Berdasarkan Teorema 3 maka diperoleh nilai eigen matriks Laplace graf konjugasi dari 
grup dihedral D2n untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝜆1 = 𝑛, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = 0 

dan diperoleh multiplisitas untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu 

m(𝜆1) = 𝑛 − 1, 𝑚(𝜆2) =
𝑛−1

2
, 𝑚(𝜆3) =

𝑛+3

2
. 

Dengan demikian, maka diperoleh 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿(𝐺(𝐷2𝑛)) =  
𝑛 2 0

𝑛 − 1
𝑛 − 1

2

𝑛 + 3

2

  

 
Dari pengamatan pada beberapa kasus spektrum Laplace komplemen graf konjugasi 

dari grup dihedral 𝐷2𝑛 diperoleh data sebagai berikut 
Tabel 1 Data spektrum Laplace graf komplemen konjugasi graf konjugasi grup dihedral 

Grup Dihedral Spektrum Laplace 

𝑛 = 3,  𝐷6   
6 4
2 1

3 0
2 1

  

𝑛 = 4, (𝐷8)  
8 6 0
4 3 1

   

𝑛 = 5, (𝐷10 )  
10 8
3 2

5 0
4 1

  

𝑛 = 6,  𝐷12   12 10
5 2

9 0
4 1

  

𝑛 = 7,  𝐷14   14 12
4 3

7 0
6 1

  

𝑛 = 8,  𝐷16   16 14
6 3

12 0
6 1

  

Berdasarkan Tabel 1 maka diperoleh konjektur berikut 

Konjektur 1 
Spektrum Laplace graf komplemen dari graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk n 

ganjil dan n  3  adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿 𝐺 𝐷2𝑛           =  
2𝑛 2𝑛 − 2

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2

𝑛 0
𝑛 − 1 1
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Konjektur 2 
Spektrum Laplace graf komplemen dari graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk n 

genap dan n  6 adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿 𝐺 𝐷2𝑛           =  
2𝑛 2𝑛 − 2

𝑛 + 4

2

𝑛 − 2

2

3𝑛

2
0

𝑛 − 2 1

  

 
4. Penutup 

Dari pembahasan maka dalam penelitian ini ditemukan pola umum spektrum 
keterhubungan dan spektrum Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D2n untuk n ganjil dan   

n  3. Spektrum Laplace untuk graf komplemen dari graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛 belum 
dilengkapi dengan bukti sehingga membuka peluang untuk penelitian lebih lanjut. Penelitian 
lanjutan juga dapat dilakukan pada spektrum signless Laplace dan spektrum detour graf 
konjugasi dan komplemen dari graf konjugasi dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 
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