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ABSTRAK 

 

Riset dilakukan untuk memperoleh kurva Bezier berderajat enam sehingga menghasilkan 

kelengkungan kurva yang lebih bervariatif dan multifaset. Tahapan dalam merumuskan 

aplikasi revolusi permukaan Bezier pada rancang bangun benda marmer ada tiga. Pertama, 

menghitung representasi parametrik revolusi permukaan Bezier dan modifikasi bentuknya 

dalam beberapa bentuk yang berbeda. Kedua, merumuskan permukaan parametrik Bezier 

agar tergabung secara kontinu. Terakhir, menerapkan formula tersebut pada rancang 

bangun benda marmer menggunakan simulasi komputer.  Hasil yang diperoleh adalah 

kurva Bezier berderajat enam hasil modifikasi dari kurva Bezier berderajat lima dan 

beberapa bentuk revolusi permukaan Bezier yang bervariatif dan multifaset. 

 

Kata kunci: Revolusi permukaan Bezier, Pemodelan, Kontinuitas dan modifikasi 
bentuk 
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ABSTRACT 

 

Research being done to obtain curve order bezier six so as to produce curvature the curve 

varies and multifaset. Step in formulating application revolution bezier on the surface 

devise up the marble there are three. Firstly, counting representation parametrics 

revolution surface bezier and modification form in several different forms. Seconly, 

formulate a surface parametrik bezier that joined continuously. The last, applying formula 

in the wake of devise marble use computer simulations.The result is a curve bezier six 

engineered order of the curve order bezier five and some form of revolution surface bezier 

varying and multifaset. 

 

Keywords: Sufaces Revolusion, Bezier, Modeling, Continuity and Modification 
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BAB I. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Ekonomi kreatif yang mencakup industri kreatif, di berbagai negara di dunia saat ini, 

diyakini dapat memberikan kontribusi bagi perekonomian bangsanya secara signifikan. 

Indonesia pun mulai melihat bahwa berbagai subsektor dalam industri kreatif berpotensi 

untuk dikembangkan, karena Bangsa Indonesia memiliki sumberdaya insani kreatif dan 

warisan budaya yang kaya. Menteri Perdagangan mengatakan, dari total ekspor Indonesia, 

sebanyak 9,25 persennya adalah produk dari industri kreatif. Pada 2010, sebanyak 7,3% 

produk domestik bruto Indonesia adalah kontribusi dari bisnis kreatif dan menyerap 8,5 juta 

tenaga kerja. 

Model pengembangan industri kreatif adalah layaknya sebuah bangunan yang akan 

menguatkan ekonomi Indonesia, dengan landasan, pilar dan atap sebagai elemen-elemen 

bangunan tersebut. Dengan model pengembangan industri kreatif ini, maka akan membawa 

industri kreatif ini dari titik awal (origin point) menuju tercapainya visi dan misi industri 

kreatif Indonesia 2013 (destination point). Bangunan industri kreatif ini dipayungi oleh 

hubungan antara Cendekiawan (intellectuals), Bisnis (business), dan pemerintah 

(Government) yang disebut sebagai sistem ‘triple helix’ yang merupakan aktor utama 

penggerak lahirnya kreativitas, ide, ilmu pengetahuan dan teknologi yang vital bagi 

tumbuhnya industri kreatif. 

Namun dengan terus berkembangnya jumlah industri kreatif tersebut, justru 

mengakibatkan daya jual dan harga jual benda-benda yang diproduksi di pasaran domestik 

ataupun ekspor menjadi melemah. Masalah utamanya adalah umumnya produk yang mereka 

hasilkan polanya masih tetap, belum diimbangi dengan peningkatan kualitas seni dan 

divesifikasi/inovasi bentuk benda yang dibutuhkan oleh pelanggan baik dari aspek tingkat 

kesimetrian, keserasian, dan variasi model maupun dari aspek ragam jenis ukuran barang 

yang ditawarkan. Salah satu produk yang dihasilkan oleh industri kreatif dari sebuah industri 

di Tulungagung adalah benda onyx dan marmer (Gambar 1.1) 

 

 

 

 

Gambar 1.1 Contoh beberapa bentuk benda industri onyx dan marmer 
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Teknik desain dan fabrikasi benda hasil industri masih dilakukan secara manual. Cara 

mendesain bentuk benda sebelum difabrikasi, kebanyakan dilakukan dengan menduplikasi 

benda yang sudah ada atau mengikuti model yang dipesan oleh pelanggan. Jika pengrajin 

menginginkan model baru untuk pemasaran di stand mereka, proses pembuatannya banyak 

dilakukan dengan cara trial and error atau teknik mal, yaitu dengan cara simulasi kertas 

dibeber di lantai kemudian digulung tegak untuk membentuk bendanya. Dampak negatifnya 

adalah hasil fabrikasi barang pesanan dimaksud sering salah bentuk atau salah ukuran 

sehingga harus reproduksi kembali. Dengan demikian biaya fabrikasi teknik trial and error 

ternyata lebih mahal, karena banyak menimbulkan kesalahan (resiko) fabrikasi, 

membutuhkan ekstra waktu dan tenaga untuk proses produksi. Selain itu dengan desain teknik 

mal, pengrajin sering gagal melakukan kontrak ekspor atau pengiriman hasil produksinya 

setelah sampai di pemesan terpaksa harus ditolak, karena ukuran model benda tidak sesuai 

dengan pesanan pembeli. Oleh karena itu untuk melakukan perbaikan dan inovasi bentuk 

benda dimaksud, maka perlu dilakukan kegiatan riset pengembangan. 

Pemasaran domestik ataupun luar negeri benda-benda aksesoris bangunan semakin 

banyak dijumpai dan diminati, baik yang beru pa produk benda pakai maupun barang 

aksesoris, karena semakin tahun masyarakat semakin sadar akan kebutuhan peningkatan 

keindahan dan seni bangunan rumahnya ataupun tempat kerjanya. Di wilayah kabupaten 

malang, sedikitnya ada 100 stand penjual kerajinan marmer dengan daya jual   5 % per 

bulan. Dari pemasaran ini, keuntungan yang diperoleh pengrajin rata-rata mencapai   10 % 

dari modal produksi. Pemasaran ke luar malang di Jawa dan di berbagai kota propinsi di luar 

Jawa, dilakukan dengan cara pemesanan, jumlahnya rata-rata sekitar 3 (tiga) pemesan per 

bulan. Bagi pemesan di luar Jawa, umumnya barang-barang tersebut diperlukan untuk di jual 

kembali ke luar negeri. Telah dikembangkan juga teknik pemasaran dan pemesanan benda 

marmer melalui media web bersamaan dengan benda-benda kerajinan lain produk nasional 

untuk keperluan memperluas pasar (www.jualbatuonyx.com). Namun kendalanya adalah 

meskipun harga pemesanan domestik maupun ekspor menjanjikan keuntungan yang lebih 

baik, tetapi karena penawaran variasi model terbatas (Gambar 1.1), nilai seninya masih 

rendah, dan kemampuan pengrajin dalam mewujudkan ketepatan waktu pembuatan dan 

ukuran benda yang dipesan rendah, maka akibatnya, pertama, daya jual pasar benda 

kerajinan marmer rendah. Kedua, pengrajin sering harus menanggung biaya tinggi untuk 

pengiriman, karena proses produksinya melampaui batas kontrak yang telah ditetapkan. 

Ketiga, biaya operasi fabrikasinya juga naik, karena waktu produksi bertambah. 

  

http://www.jualbatuonyx.com/
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Dalam beberapa tahun terakhir, pendekatan penelitian telah dikembangkan untuk 

memodelkan knob/handle yang salah satunya menggunakan metode geometri. Wahyudi 

(2001) telah melakukan penelitian tentang perancangan objek – objek industri dengan benda 

permukaan putar yang dapat diimplementasikan untuk desain vas bunga, gelas, kendi ataupun 

knop. Namun permukaan putar yang diperoleh pada penelitian tersebut umumnya mempunyai 

permukaan lengkung tunggal dan datar sehingga variasi bentuk yang didapat kurang 

beragam. Selain itu, Kusno (2007) melakukan desain relief pada  benda Onyx dan Marmer. 

Kelebihannya adalah adanya modifikasi bentuk kurva kuadratik Bezier sehingga 

menghasilkan kreasi model benda onyx dan marmer yang lebih mudah dan variatif. 

Kekurangannya terletak pada benda yang di desain yakni pada Onyx dan Marmer yang tidak 

melibatkan beberapa hasil deformasi bangun geometri ruang. 

Budiono (2011) memodelkan handle hanya menggunakan teknik penggabungan 

beberapa benda geometri ruang. Kelemahannya adalah belum ada modifikasi pada 

permukaan putar sehingga objek yang dihasilkan hanya terbatas pada model handle lengkung 

tunggal. Sedangkan benda geometri yang digunakan masih sederhana sehingga terlihat 

monoton dan kurang bervariatif. Miftahur (2013) memodelkan knop dengan menggunakan 

benda geometri ruang dan permukaan putar. Teknik yang digunakan adalah melakukan 

deformasi pada tabung, prisma segienam dan modifikasi permukaan putar. Kelebihannya 

adalah adanya modifikasi bentuk kurva kuadratik Bezier sehingga menghasilkan kreasi model 

knop yang lebih mudah dan variatif. Kekurangannya adalah fabrikasi knop hanya dilakukan 

pada benda geometri ruang berupa tabung dan prisma segienam. Selain itu, relief knop yang 

ditawarkan harus di modifikasi kembali pada permukaan putar kurvanya. 

 Sehubungan dengan beberapa penelitian sebelumnya terutama pada persoalan desain 

objek benda industri, penelitian ini dimaksudkan untuk mengembangkan atau membuat 

konstruksi baru melalui pemilihan parameter pengubah bentuk permukaan putar Bezier. 

 

1.2 Batasan Masalah 

Penelitian ini difokuskan untuk mencari formula kurva Hermit yang fleksibel untuk 

desain benda industri (onyx dan marmer). Kurva Hermit yang dimaksud adalah berderajat 

lima. Formula Hermit yang sudah diperoleh kemudian dilakukan modifikasi untuk mencari 

formula Kurva Bezier berderajat enam. Selanjutnya dilakukan simulasi komputer dan 

fabrikasi prototip pada benda industri tersebut dengan menggunakan bahasa pemrograman 

Maple 17.0. 
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1.3 Rumusan Masalah 

Sehubungan dengan masalah-masalah yang diuraikan pada bagian latar belakang, 

diajukan konstuksi baru pada objek benda industri sebagai berikut: 

1. Bagaimana bentuk kurva bezier berderajat enam dari hasil modifikasi kurva bezier 

berderajat lima pada desain benda industri? 

2. Bagaimana model-model permukaan putar kurva bezier berderajat enam dari hasil 

modifikasi kurva bezier berderajat lima pada desain benda industri? 

3. Bagaimana melalui pemberian variasi parameter jari-jari pada masing-masing titik dapat 

dibangun bentuk benda industri kerajinan marmer yang multifaset bersumbu simetri 

sehingga diperoleh permukaan yang datar dan lengkung? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               (a) Data awal         (b) Komponen pembangun 

 

Gambar 1.2 Komponen awal kerajinan industri berbahan marmer 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Contoh hasil deformasi tabung dan prisma segienam penyusun benda berbahan 

marmer pada bagian permukaan 
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Gambar 1.3 Contoh model kerajinan industri berbahan marmer yang bervariasi 

 

1.4 Tujuan  

Tujuan dari penelitian ini adalah: 

1. Mengetahui bentuk kurva bezier berderajat enam dari hasil modifikasi kurva bezier 

berderajat lima pada desain benda industri; 

2. Membuat model-model permukaan putar kurva bezier berderajat enam dari hasil 

modifikasi kurva bezier berderajat lima pada desain benda industri; 

3. Mendapatkan prosedur untuk membangun beberapa benda dasar sebagai komponen 

penyusun benda marmer yang multifaset bersumbu simetri sehingga diperoleh permukaan 

benda yang datar dan lengkung melalui pemberian variasi parameter jari-jari pada masing-

masing titik. 

 

1.5 Manfaat 

Adapun manfaat yang dapat diperoleh dalam penelitian ini antara lain: 

1. Dengan bantuan komputer, dapat dihasilkan beberapa prosedur baru model benda 

industri yang bervariasi dan simetris; 

2. Memberikan informasi kepada produsen tentang beberapa daftar model benda industri 

sehingga menambah pilihan model yang sudah ada sebelumnya. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.4 Contoh model kerajinan industri berbahan tanah liat yang ada di pabrik keramik  

        Dinoyo dengan motif sederhana 

A

B

A
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A
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BAB II. STUDI PUSTAKA 

 

Sehubungan dengan keperluan mencari solusi permasalahan konstruksi objek kerajinan 

marmer melalui penggabungan beberapa benda geometri ruang dan permukaan putar, pada 

bab ini disajikan beberapa teori dasar yang berkaitan dengan prosedur tersebut. Adapun teori 

dasarnya adalah penyajian titik dan segmen garis di ruang, hitung sudut di antara dua segmen 

garis, konstruksi benda geometri ruang, operasi geometri, serta permukaan interpolasi. Hal ini 

untuk mempermudah dalam proses pembuatan beragam konstruksi kerajinan marmer serta 

menyajikannya pada program Maple 17.  

 

2.1 Titik dan Segmen Garis  

2.1.1 Penyajian Titik dan Segmen Garis di Ruang 

Misalkan Q adalah sebarang titik di ruang dinyatakan oleh Q(x,y,z) dengan x, y dan z 

bilangan real. Jika diketahui pasangan bilangan real (x,y,z) maka dapat ditentukan tepat satu 

titik Q dengan sumbu koordinat X, Y dan Z di ruang   (Gambar 2.1).  

 

 

  

     

          

 

            

 

Gambar 2.1 Penyajian titik di ruang 

Menurut Kusno (2002), penyajian segmen garis AB yang dibangun oleh dua titik berbeda 

A(x1,y1,z1) dan B(x2,y2,z2) di ruang, sebagai titik ujung-titik ujung segmen garis, dapat 

dinyatakan sebagai tempat kedudukan titik-titik C(x,y,z)  jika dan hanya jika 

OBtOAtOC  )1(  atau  

212121 )1(,)1(,)1(,, ztztytytxtxtzyx                  (2.1) 

dengan  1,0t  seperti ditunjukkan dalam Gambar 2.2. 
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Z
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                           Z         C(x,y,z)           B(x2,y2,z2)           

               t 

            A(x1,y1,z1)  

     

      

      

 

Gambar 2.2 Penyajian segmen garis di ruang 

 

2.1.2 Hitung Sudut di Antara Dua Segmen Garis 

Setiap dua segmen garis yang saling berpotongan akan membentuk sudut. Titik 

perpotongan dua segmen garis tersebut dinamakan titik sudut. Sudut diantara dua segmen 

garis didefinisikan sebagai sudut terkecil yang dibentuk oleh interseksi kedua segmen garis. 

Misalkan diketahui garis 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  dan garis 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  saling berpotongan pada titik E, maka yang 

dinamakan ukuran susut kedua segmen garis tersebut adalah <BED dan <AEC dinotasikan 𝜃 

(Gambar 2.3) 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3 Ukuran sudut pada dua segmen garis yang saling berpotongan 

 

2.2 Konstruksi Bentuk Persegi 

Segiempat didefinisikan sebagai poligon yang mempunyai empat sisi. Pada bagian ini 

dibahas teknik membangun persegi. Persegi merupakan bangun datar dua dimensi yang 

dibentuk oleh empat buah rusuk s sama panjang dan memiliki empat buah sudut yang 

semuanya adalah sudut siku–siku (Gambar 2.4). Untuk membangun bentuk persegi dengan 

menggunakan hitungan vektor,  tahapannya sebagai berikut: 

i. ambil 2 titik berbeda di bidang XOY, misalkan titik A  AA yx ,  dan B  BB yx , ;  

ii. buat segmen garis AB  dengan persamaan (2.1); 

iii. hitung koordinat titik C melalui kondisi:  kOAOC 
AB

n  

X

Y
O

1-t 

A 

D 

B C 

E 
p 

𝜃 

q 
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                       dengan 
AB

n  merupakan normal AB  dalam bentuk  
AB

n   

                        
   

   22

,

AA

AA

yyxx

xxyy




   dan k ditetapkan, sehngga: kOAOC 

AB
n

 
   

   
;

,

22 


























AA

AA

A

A

yyxx

xxyy
k

y

x

 

iv. buat segmen garis AC  dengan persamaan (2.1); 

v. hitung koordinat titik D melalui kondisi: 

;





































ABC

ABC

C

C

AB

AB

yyy

xxx

y

x

yy

xx

OCABOD

 

vi. buat segmen garis BD  dan CD  dengan persamaan (2.1). 

 

 

 

 

 

 

 

2.3 Penyajian Beberapa Bentuk Kuadratis Bidang 

2.3.1 Lingkaran 

Kusno (2010) di dalam Purwanto (2004) menjelaskan bahwa suatu lingkaran adalah 

himpunan titik-titik di bidang yang berjarak sama dari suatu titik tetap. Titik tetap tersebut 

dinamakan pusat lingkaran dan jarak yang sama dinamakan jari-jari lingkaran. Misal suatu 

lingkaran berpusat di titik O(0,0) dan titik A(x,y) merupakan sebarang titik pada lingkaran 

(Gambar 2.5.a) maka bentuk persamaan lingkarannya adalah  

22222 atau    ryxryx                                         (2.2) 

dengan r adalah jari-jari lingkaran. Sedangkan lingkaran yang berpusat di C(h,k) dan berjari-

jari r (Gambar 2.3.b) memiliki persamaan 

        22222
atau    rkyhxrkyhx                       (2.3) 

jika persamaan (2.3) diuraikan maka diperoleh bentuk 

0)(22 22222  rkhkyhxyx  

Gambar 2.4  Persegi  

A 

B 

D 

C 

Y 

X O 
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Gambar 2.5 Lingkaran 

Jadi persamaan umum lingkaran dapat ditulis sebagai  

022  FEyDxyx                                     (2.4) 

dengan   

D = -2h 

E = -2k 

F = h2 + k2 – r2  atau dapat juga dalam bentuk parametrik: 

L(t)=< a cost t, a sint t>                                                                                   (2.5)                                       

dengan  0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 dan a sebagai jari-jari lingkaran. 

2.3.2 Elips 

Elips adalah himpunan titik-titik yang jumlah jaraknya terhadap dua titik tertentu 

(fokus elips) besarnya tetap (Kusno, 2002). Misal F1(c,o) dan F2(-c,o) adalah titik fokus dari 

elips dimana jumlah jarak titik-titik fokus dengan suatu titik E(x,y) pada elips adalah 

 2     21 aEFEF  (Gambar 2.6). 

 

 

             

 

 

 

         

 

Gambar 2.6 Elips 

Jumlah jarak titik pada elips tersebut dapat diuraikan menjadi 

    aycxycx 22222
                                     (2.6) 

  

),c(F 02  ),c(F 01

X

),( yxE

Y

),( yxA
r

),( yxA

),( khC
O

X
O

Y

X

Y

)(a )(b
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jika persamaan (2.5) disederhanakan maka diperoleh 

1
22

2

2

2





ca

y

a

x
                                      (2.7) 

dari gambar diketahui bahwa 22 cab   sehingga persamaan (2.6) menjadi 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
                             (2.8) 

Persamaan (2.8) disebut persamaan umum elips yang berpusat di titik (0,0) dengan fokus 

elips berada pada sumbu X. Dalam bentuk parametrik, formula untuk elips dinyatakan 

sebagai 

E(t)=<a cost t, b cost t>                                                                                   (2.9) 

    dengan 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 dan a,b sebagai jari-jari mayor dan minor 

 

2.4 Penyajian Benda-Benda Geometri Ruang 

2.4.1 Penyajian Bola 

Bola adalah tempat kedudukan titik–titik dalam ruang yang berjarak sama terhadap 

titik tertentu (Kusno, 2003). Titik tertentu tersebut dinamakan pusat bola, ruas garis dari pusat 

ke titik pada pola disebut jari-jari. Semua ruas garis penghubung dua titik pada bola yang 

melalui pusat disebut diameter (garis tengah). Pada bagian ini dijelaskan mengenai 

persamaan bola dalam bentuk parametrik jika diketahui bola dengan pusat Q(a,b,c) dan   PQ 

= r, maka bentuk persamaan parametrik bola dapat dinyatakan sebagai berikut (Gambar 2.7). 

Persamaan bola: 

B( , ) = OQ  + S( , ) 

dengan OQ = cba ,, atau  

B( , ) =  cos.,sin.sin.,cos.sin. rrr  

dengan demikian persamaan parametrik bola dengan pusat Q(a,b,c) dan jari-jari r, adalah: 

B( , ) = crbrar   cos.,sin.sin.,cos.sin.       (2.10) 

dengan  2,0  , sedangkan r, a, b dan c adalah konstanta real. 

 

 

 



11 

 

 

Gambar 2.7 Bola dengan pusat Q(a,b,c) dan jari-jari r 

Dalam kasus bola dengan pusat sepanjang sumbu Y, persamaan bola dinyatakan sebagai 

B( , ) = 0cos.,sin.sin.,0cos.sin.   ryrr       (2.11) 

dan persamaan parametrik bola dengan sumbu pusat X , yaitu 

B( , ) = 0cos.,0sin.sin.,cos.sin.   rrxr       (2.12) 

di lain pihak jika diinginkan suatu potongan bola dengan pusat Q(a,b,c) yang dipotong tegak 

lurus terhadap sumbu x, y, atau z, maka potongan bola dapat ditentukan melalui persamaan 

(2.10), (2.11) dan (2.12) dengan parameter  20   dan maxmin    

jari-jari alas pertama = ra = r.sin( , min), 

jari-jari alas kedua = rb = r.sin( , max), 

tinggi alas pertama = ta = r.cos( , min), 

tinggi alas kedua = tb = r.cos( , max). 

Hasil dari bentuk keratan bola dengan sumbu pusat Z, Y, dan X masing-masing ditunjukkan 

pada Gambar 2.8 a,b,c. 

 

 

Gambar 2.8 Keratan bola dengan pusat Q(a,b,c) 

Dari persamaan (2.12) jika diambil batasan   dan   yang berbeda maka akan didapat 

bermacam-macam bentuk potongan bola seperti pada Gambar 2.9 
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Gambar 2.9 Beberapa bentuk potongan bola 

 

2.4.2 Penyajian Tabung  

Tabung dapat dibangun oleh garis lurus yang sejajar dengan garis lurus tertentu 

(poros) yang bergerak sejajar dengan jarak konstan yang disebut jari-jari (Suryadi, 1986:105). 

Tabung juga dapat diartikan sebagai benda ruang yang berasal dari lingkaran sebagai alas 

tabung yang bergerak secara pararel terhadap sumbu pusat sepanjang t. Suatu tabung 

dikatakan tabung tegak jika poros ataupun sumbu pusatnya tegak lurus terhadap alas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.10 Tabung tegak 

Jika diketahui sebuah tabung tegak dengan pusat alas ),,( 3211 xxxP  jari-jari r dan tinggi t, 

maka dapat dicari persamaan parametrik tabung sebagai berikut. 

x
y

z

x

y

z

x
y

z

)(a )(b )(c

x
y

z

x
y

z

)(d
)(e
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a. Jika alas terletak pada bidang 1zz   dan sumbu pusat tabung sejajar sumbu Z, maka untuk 

mencari persamaan parametrik tabung dapat dilakukan dengan langkah–langkah berikut : 

1. menentukan persamaan parametrik lingkaran dengan pusat ),,( 3211 xxxP  jari-jari r dan 

terletak pada bidang 1zz   yaitu 

L )(  ()= 111 ,sin.,cos. zyrxr  
 
 

dengan  20  ,   adalah parameter dan r suatu konstanta real; 

2. mentranslasikan lingkaran dari 1z  sampai tz 1  maka terbentuk sebuah tabung 

dengan persamaan parametrik 

T ),( z  = zyrxr ,sin.,cos. 11    

dengan  20   dan tzzz  11 ;  , z adalah parameter dan rzyx ,,, 111  adalah 

suatu konstanta real; 

b. Jika alas terletak pada bidang 1xx   dan sumbu pusat tabung sejajar sumbu X, maka untuk 

mencari persamaan parametrik tabung dapat dilakukan dengan mengulangi langkah (a) 

sehingga didapatkan: 

T ),( x  =  cos.,sin., 11 rzyrx   

dengan  20   dan txxx  11 ;  , z adalah parameter dan rzyx ,,, 111 adalah suatu 

konstanta real; 

c. Jika alas terletak pada bidang 1yy   dan sumbu pusat tabung sejajar sumbu Y, maka 

untuk mencari persamaan parametrik tabung dapat dilakukan dengan mengulangi langkah 

(a) sehingga diperoleh: 

T ),( y  = 11 sin.,,cos. zryxr    

dengan  20   dan tyyy  11 ;  , z adalah parameter dan rzyx ,,, 111  adalah 

suatu konstanta real (Bastian, 2011) 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.11 Tabung dengan beragam sumbu pusat 
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Gambar 2.12 Beberapa bentuk potongan tabung 

2.4.3 Penyajian kerucut 

Permukaan kerucut (permukaan konik) adalah suatu permukaan yang dibangun oleh 

suatu garis (disebut generatrik) digerakkan melalui sebuah titik dan menyinggung sepanjang 

kurva satu arah c dengan kondisi geometrik tertentu (Kusno, 2009). Titik tetap ini selanjutnya 

disebut puncak kerucut. 

Untuk mendapatkan sebuah kerucut terpancung dengan alas lingkaran 

zururuc ,sin.,cos.)(1   dan zururuc ,sin.,cos.)(2   dengan batasan 20  u  dapat 

didefinisikan sebagai berikut: 

)()()1(),( 21 ucvucvvuK              (2.13) 

dengan 10  v  

 

 

 

 

Gambar 2.13 Kerucut 

Dari persamaan (2.13) dapat dibuat kerucut dengan titik v sebagai puncak dan 1-v sebagai 

alas. Contoh keratan kerucut dengan batasan u yang berbeda ditunjukkan oleh Gambar 2.14 

di bawah ini. 

 

 

 

 

 

 

v

v1

z

x

y
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Gambar 2.14 Keratan Kerucut 

2.4.4 Penyajian Prisma Segienam 

Prisma adalah polihedron yang dibatasi oleh dua bidang sejajar dan beberapa bidang 

perpotongan dengan garis potong sejajar. Bagian bidang yang memotong dua bidang (alas 

prisma) disebut sisi lateral (tegak) dari prisma. Sedangkan garis-garis potong yang sejajar 

adalah rusuk prisma. Suatu prisma dikatakan prisma tegak jika rusuk-rusuk tegaknya tegak 

lurus terhadap bidang alas. Tinggi prisma ditentukan oleh jarak antara dua bidang sejajar.  

Jika diketahui sebuah poligon segienam dengan titik 𝐾1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐾2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2),  

𝐾3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3), 𝐾4(𝑥4, 𝑦4, 𝑧4),  𝐾5(𝑥5, 𝑦5, 𝑧5), dan 𝐾6(𝑥6, 𝑦6, 𝑧6) maka dapat dibuat sebuah 

prisma tegak segienam dengan tinggi prisma adalah 𝑡 melalui tahapan berikut (Bastian, 

2011). 

a. Menetapkan tiga titik 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3 dan vektor-vektor 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗, dengan 𝑅𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐾1𝐾2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =< 𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1 > 

𝐾3𝐾2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =< 𝑥2 − 𝑥3, 𝑦2 − 𝑦3, 𝑧2 − 𝑧3 > 

b. Menghitung vektor normal satuan bidang alas (𝑛𝑎𝑢
) didapat 

𝑛𝑎𝑢
= 〈

𝑎

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
,

𝑏

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
,

𝑐

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
〉 

dengan persamaan 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 sebagai berikut : 

𝑎 = 𝑦1(𝑧3 − 𝑧2) + 𝑦2(𝑧1 − 𝑧3) + 𝑦3(𝑧2 − 𝑧1) 

𝑏 = 𝑥1(𝑧2 − 𝑧3) + 𝑥2(𝑧3 − 𝑧1) + 𝑥3(𝑧1 − 𝑧2) 

𝑐 = 𝑥1(𝑦3 − 𝑦2) + 𝑥2(𝑦1 − 𝑦3) + 𝑥3(𝑦2 − 𝑦1) 

c. Menstranslasi poligon tersebut setinggi 𝑡 dengan arah sejajar 𝑛𝑎𝑢
= 〈𝑎1, 𝑎2, 𝑎3〉, 

didapatkan alas atas prisma bertitik sudut 𝐾1
′,  𝐾2

′ ,  𝐾3
′ ,  𝐾4

′ ,  𝐾5
′, dan 𝐾6

′ dengan formula 

𝑂𝐾1
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐾1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ + 𝑡𝑛𝑎𝑢
 ⟹ 𝑂𝐾1

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  = (

𝑥1

𝑦1

𝑧1

) + 𝑡 (

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 

𝑂𝐾2
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐾2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡𝑛𝑎𝑢
⟹ 𝑂𝐾2

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (

𝑥2

𝑦2

𝑧2

) + 𝑡 (

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 

𝑂𝐾3
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐾3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡𝑛𝑎𝑢
⟹ 𝑂𝐾3

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (

𝑥3

𝑦3

𝑧3

) + 𝑡 (

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 
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𝑂𝐾4
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐾4

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡𝑛𝑎𝑢
⟹ 𝑂𝐾4

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (

𝑥4

𝑦4

𝑧4

) + 𝑡 (

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 

𝑂𝐾5
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐾5

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡𝑛𝑎𝑢
⟹ 𝑂𝐾5

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (

𝑥5

𝑦5

𝑧5

) + 𝑡 (

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 

𝑂𝐾6
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐾6

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡𝑛𝑎𝑢
⟹ 𝑂𝐾6

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (

𝑥6

𝑦6

𝑧6

) + 𝑡 (

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 

d. Menginterpolasikan segmen-segmen garis pada bidang alas dengan bidang atas prisma 

menggunakan persamaan (2.14) sehingga didapatkan bidang segi empat dengan 

persamaan 

𝑆𝐾1𝐾2𝐾1
′𝐾2

′(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐾1𝐾2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑢) + 𝐾1

′𝐾2
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑢)  

𝑆𝐾2𝐾3𝐾2
′𝐾3

′(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐾2𝐾3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢) + 𝑣𝐾2

′𝐾3
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢)  

𝑆𝐾3𝐾4𝐾3
′𝐾4

′(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐾3𝐾4
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢) + 𝑣𝐾3

′𝐾4
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢)  

𝑆𝐾4𝐾5𝐾4
′𝐾5

′(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐾4𝐾5
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢) + 𝑣𝐾4

′𝐾5
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢)  

𝑆𝐾5𝐾6𝐾5
′𝐾6

′(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐾5𝐾6
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢) + 𝑣𝐾5

′𝐾6
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑢)  

𝑆𝐾6𝐾1𝐾6
′𝐾1

′(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐾6𝐾1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑢) + 𝑣𝐾6

′𝐾1
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑢)  

dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1 dan 0 ≤ 𝑣 ≤ 1, 𝑢 dan 𝑣 adalah parameter 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.15 Penyajian prisma segi enam beraturan 

 

2.5 Operasi Geometri 

Pada bagian ini dipelajari masalah transformasi titik dari 3R  ke 3R . Transformasi 

tersebut terdiri atas rotasi (perputaran), translasi (pergeseran), refleksi (pencerminan), dan 

dilatasi (penskalaan). Sehubungan dengan keperluan penelitian ini, maka penulis hanya 

membahas masalah rotasi, translasi, dan refleksi (Rich, 2005). 

1K
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(a) (b) (c) 
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Z 
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Z 
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2.5.1 Rotasi 

Rotasi di R3 dapat dilakukan dengan memilih salah satu sumbu koordinat sebagai 

sumbu putar. Dalam R3 dikenal 2 sistem koordinat, yaitu sistem koordinat tangan kanan dan 

sistem koordinat tangan kiri, pada sistem koordinat tangan kanan, rotasi bersudut positif 

dinyatakan sebagai berlawanannya arah rotasi dengan putaran jarum jam. Sedangkan pada 

sistem koordinat tangan kiri, rotasi bersudut positif dinyatakan sebagai searahnya rotasi 

dengan putaran jarum jam. Sistem koordinat tangan kanan diilustrasikan sebagai berikut 

(Gambar 2.16).  

   Secara umum rotasi dapat dituliskan dalam persamaan: QP =RP, dimana Q adalah 

posisi titik setelah dirotasi, R adalah matriks rotasi dan P adalah posisi titik sebelum dirotasi. 

(Kusno dalam Juliyanto, 2002). 

  

 

 

 

                                                         

 

(a) Rotasi bersudut negatif terhadap sumbu X; 

(b) Rotasi bersudut negatif terhadap sumbu Y;  

(c) Rotasi bersudut negatif terhadap sumbu Z. 

Gambar 2.16 Ilustrasi rotasi pada sistem koordinat tangan kanan 

   Apabila   menunjukkan besarnya sudut rotasi dengan titik pangkal rotasi O (0,0,0) 

maka rotasi terhadap masing-masing sumbu dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai 

berikut. 

Tabel 2.1 Matriks Rotasi 

No. Bentuk Rotasi Matriks Rotasi 

1. Rotasi terhadap sumbu X 

 


































p

p

p

T

qqq

z

y

x

zyx





CosSin0

SinCos0

001
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No. Bentuk Rotasi Matriks Rotasi 

2. Rotasi terhadap sumbu Y 

 




































p

p

p

T

qqq

z

y

x

zyx





Cos0Sin

010

Sin0Cos

 

 
 

3. Rotasi terhadap sumbu Z  






























 



p

p

p

T

qqq

z

y

x

zyx

100

0CosSin

0SinCos





 

 

2.5.2 Translasi 

Translasi adalah perpindahan kedudukan sebarang titik dengan penambahan besaran 

pada arah sumbu X, Y dan Z. Secara umum, translasi dapat dinyatakan oleh persamaan Q = P 

+ K, dimana P adalah posisi titik awal, Q adalah posisi titik setelah ditranslasikan dan K 

menunjukkan besarnya pergeseran ke arah sumbu X, Y dan Z. Persamaan translasi dalam 

bentuk matriks dapat dinyatakan sebagai berikut 

 




































k

k

k

p

p

p

T

qqq

z

y

x

z

y

x

zyx                

atau dalam bentuk koordinat kartesius dapat dituliskan sebagai  

(xq,yq,zq) = (xp + xk,yp + yk,zp + zk)        (2.14)  

Translasi bersifat mempertahankan bentuk dan ukuran objek (Kusno dalam Juliyanto, 2002). 

 

2.5.3 Refleksi 

   Refleksi titik P(x,y,z) di ruang terhadap bidang   melalui titik asal adalah 

transformasi yang memetakan P ke bayangannya P’ terhadap bidang tersebut. Dalam hal ini, 

kita akan membahas refleksi terhadap bidang-bidang x = 0, y = 0 dan z = 0. Misalkan 

33: RRT   trasformasi yang memetakan masing-masing titik ke dalam bayangan 

simetriknya terhadap bidang x = 0 (Gambar 2.17). 

 

 

 

 

    Gambar 2.17 Refleksi terhadap bidang x = 0 
X 

Y 

Z 

P’ 

P 
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Adapun matriks transformasinya dapat ditentukan sebagai berikut: 




















































0

0

1

0

0

1

T    )T( 1e ; 




















































0

1

0

0

1

0

T    )T( 2e ; 




















































1

0

0

1

0

0

T    )T( 3e  

dengan menggunakan T(e1), T(e2) dan T(e3) maka kita dapatkan matriks transformasinya 

sebagai berikut (Kusno dalam Juliyanto, 2002). 

  A



















100

010

001

                                                                                                  

Dari matriks transformasi A dapat ditentukan persamaan-persamaan refleksi yang melalui 

titik awal P(xp,yp,zp). Adapun persamaan-persamaan refleksinya disajikan pada Tabel 2.2 

berikut.  

Tabel 2.2 Persamaan Refleksi 

No. Refleksi Terhadap Bidang Persamaan Refleksi 

1. x = 0  


































p

p

p

T

qqq

z

y

x

zyx

100

010

001

 

2. y = 0  


































p

p

p

T

qqq

z

y

x

zyx
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010
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3. z = 0  




































p

p

p

T

qqq

z

y

x

zyx

100

010

001

 

 

2.5.4 Dilatasi Titik Pada 𝑹𝟑 

Dilatasi adalah suatu transformasi yang mengubah jarak titik-titik dengan faktor 

pengali tertentu (𝑘) terhadap suatu titik tertentu yang disebut sebagai pusat dilatasi. Dengan 

kata laian, dilatasi merupakan transformasi yang mengubah ukuran (memperbesar atau 

memperkecil) suatu bentuk. 

Menurut Kusno (2009), transformasi dilatasi yang memetakkan titik 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ke 

𝑃′(𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′) didefinisikan dengan bentuk formula berikut : 
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[
𝑥′

𝑦′

𝑧′

] = [

𝑘1 0 0
0 𝑘2 0
0 0 𝑘3

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

𝑘1𝑥
𝑘2𝑦
𝑘3𝑧

]         (2.15) 

Dalam hal ini pemilihan harga 𝑘1 menyajikan sekalah ke arah sumbu 𝑋, 𝑘2 ke arah 

sumbu 𝑌 dan 𝑘3 menyajikan skala ke arah sumbu 𝑍, jika 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3, maka peta obyek 

yang didapat sebangun dengan obyek aslinya (mungkin diperbesar, diperkeci; atau tetap). 

Misalkan segitiga 𝑃𝑄𝑅 dengan titik-titik sudut 𝑃(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑄(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) dan 

𝑅(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) didilatasikan dengan faktor pengali 𝑘 > 1, sehingga didapatkan segitiga 

bayangan 𝑃′𝑄′𝑅′ dengan titik-titik sudut 𝑃′(𝑘𝑥1, 𝑘𝑦1, 𝑘𝑧1), 𝑄′(𝑘𝑥2, 𝑘𝑦2, 𝑘𝑧2) dan 

𝑅′(𝑘𝑥3, 𝑘𝑦3, 𝑘𝑧3) seperti terlihat pada Gambar 2.18. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.18 Dilatasi dengan 𝒌 > 𝟏 

 

2.6 Interpolasi Diantara Segmen Garis dan Kurva di Ruang 

 Misalkan terdapat dua segmen garis 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  dan 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  didefinisikan masing-masing oleh 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧3), 𝐶(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) dan 𝐷(𝑥4, 𝑦4, 𝑧4) dalam bentuk parametrik 𝐼1(𝑢) 

dan 𝐼2(𝑢), maka permukaan parametrik hasil interpolasi linier kedua segmen garis tersebut 

diformulasikan sebagai berikut (Roifah, 2013) : 

 𝑆(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐼1(𝑢) + 𝑣𝐼2(𝑢)       (2. 16) 

dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1 dan 0 ≤ 𝑣 ≤ 1 

 Terdapat beberapa kasus khusus bentuk interpolasi linier kedua garis tersebut. Jika 

𝐴 = 𝐵 maka hasil interpolasi persamaan (2.19)  akan menghasilkan bidang segitiga (Gambar 

2.19a) sedangkan jika 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ∕∕ 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  maka secara umum akan membentuk bidang segiempat 

(Gambar 2.19b). Jika bidang tersebut dibentuk dari interpolasi dua garis yang bersilang maka 

menghasilkan permukaan yang tidak datar (dapat berbentuk lengkung maupun puntiran) di 

sebagian permukaan tersebut (Gambar 2.19c) (Roifah, 2013). 

 Dilain pihak kita dapat membangun permukaan lengkung hasil interpolasi kurva 

ruang melalui persamaan berikut : 

P

Z

X
Y

R
Q

'P

'R 'Q
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 𝑆(𝑢, 𝑣) = (1 − 𝑣)𝐶1(𝑢) + 𝑣𝐶2(𝑢) (2. 17) 

dengan 𝐶1(𝑢) dan 𝐶2(𝑢) merupakan kurva batas (Gambar 2.20) 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.19 Contoh kasus khusus interpolasi linier dua segmen garis 

 

 

 

 

Gambar 2.20 Interpolasi linier pada kurva 

 

2.7 Permukaan Putar Ruang  

Menurut Belkhatir (2008) dan Kusno (2009), permukaan putar adalah suatu 

permukaan yang dibangkitkan oleh suatu kurva ruang C(u) (sebagai generatrik) diputar 

mengitari sebuah sumbu putar g yang disebut sebagai sumbu putar (Gambar 2.21). Dalam 

membahas permukaan putar, terdapat beberapa istilah yang perlu diketahui. Pertama, bagian-

bagian bidang penampang yang melalui sumbu putar dan dibatasi oleh permukaan putar 

disebut dengan istilah penampang-penampang meridian. Semua penampang-penampang 

meridian adalah saling kongruen. Sedangkan lingkaran-lingkaran sejajar permukaan putar 

adalah perpotongan antara bidang-bidang sejajar yang tegak lurus sumbu putar dengan 

permukaan putar. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.21 Permukaan putar 

sejajarLingkaran

gputarSumbu
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Misalkan Cx(u), Cy(u) dan Cz(u) menyatakan komponen-komponen skalar dari kurva 

generatris C(u), maka permukaan putar yang dibangkitkan oleh kurva C(u) dapat 

diformulasikan sebagai berikut. 

a. Jika kurva generatris C(u) pada bidang YOZ dan sumbu putar OZ, maka untuk mencari 

persamaan parametrik permukaan putar dilakukan dengan langkah-langkah sebagai 

berikut (Gambar 2.22a). 

1. Tentukan persamaan parametrik kurva C(u), yaitu 

C(u) = < Cx(u), Cy(u), Cz(u) >,         (2.18) 

dengan 0 ≤ u ≤ 1. 

2. Putar kurva C(u) terhadap sumbu putar OZ, maka terbentuk sebuah permukaan putar 

dengan persamaan parametrik 

S(u,v) = < Cx(u) cos v, Cy(u) sin v, Cz(u) >,        (2.19) 

dengan 0 ≤ u ≤ 1 dan 0 ≤ v ≤ 2π. 

b. Jika kurva generatris C(u) pada bidang XOY dan sumbu putar OY, maka untuk mencari 

persamaan parametrik permukaan putar dilakukan dengan mengulangi langkah a dan 

didapatkan persamaan (Gambar 2.22b) 

S(u,v) = < Cx(u) cos v, Cy(u), Cz(u) sin v>,        (2.20) 

dengan 0 ≤ u ≤ 1 dan 0 ≤ v ≤ 2π. 

c. Jika kurva generatris C(u) pada bidang XOY dan sumbu putar OX, maka untuk mencari 

persamaan parametrik permukaan putar dilakukan dengan mengulangi langkah a dan 

didapatkan persamaan (Gambar 2.22c) 

S(u,v) = < Cx(u), Cy(u) cos v, Cz(u) sin v>,        (2.21) 

dengan 0 ≤ u ≤ 1 dan 0 ≤ v ≤ 2π. 

 

 

 

 

 

 

 

    (a) sumbu putar OZ         (b) sumbu putar OY             (c) sumbu putar OX 

Gambar 2.22 Permukaan putar kurva C(u) 
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2.8 Prinsip Penggabungan Permukaan Putar 

Misalkan dua permukaan putar S1(u,v) dan S2(u,v) memiliki sumbu putar g dan 

orientasi arah kurva sama, masing-masing pada bidang meridian ψ dibangkitkan oleh kurva 

generatris C1(u) dan C2(u). Masalahnya adalah bagaimana menggabungkan kedua permukaan 

S1(u,v) dan S2(u,v) sehingga kontinyu parametrik sepanjang kurva persekutuannya Γ (Gambar 

2.23). Dalam hal ini pemilihan S1(u,v) dan S2(u,v) dapat berupa permukaan putar natural, 

bentuk standar (berupa potongan bola, elipsoida, paraboloida, hiperboloida, silinder, dan 

kerucut) ataupun dari permukan putar Bezier. 

 

Gambar 2.23 Problem penggabungan dua permukaan putar 

Jika pada permukaan tersebut masing-masing parameter u dan v terdefinisi dalam 

selang u0 ≤ u ≤ u1 dan 0 ≤ v ≤ 2π, maka untuk mendapatkan kekontinyuan parametrik 

sepanjang kurva persekutuan lingkaran Γ harus dipenuhi kondisi berikut. 

a. Kontinyu order nol, apabila dipenuhi 

S2(u0,v) = S1(u1,v) atau C2(u0) = C1(u1).         (2.22) 

b. Kontinyu order 1, apabila memenuhi kontinyu order nol dan memenuhi 

S2
u(u0,v) = 1 S1u(u1,v) atau C2(u0) = 1 C1(u1).        (2.23) 

dengan 1  suatu konstanta. 

c. Kontinyu order 2, apabila memenuhi kontinyu order 1 dan memenuhi 

S2
uu(u0,v) = 2 S1uu(u1,v) atau C2

u(u0) = 2 C1
u(u1).       (2.24) 

dengan 2  suatu konstanta. 

 

2.9 Penyajian Kurva Hermit Kuadratik 

Menurut Kusno (2009), kurva Hermit kuadratik dapat dinyatakan sebagai berikut 

(Gambar 2.24): 

)()1()()1()()0()( 321 uKpuKpuKpup u        (2.25) 
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dengan: 

K1(u) = (1 – 2u + u2), 

K2(u) = (2u – u2), 

K3(u) = (–u + u2), 

p(0) = titik awal kurva,  

p(1) = titik akhir kurva, 

pu(1) = vektor singgung di p(1) dengan 0 ≤ u ≤ 1 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.24 Kurva Hermit kuadratik 

 

2.10   Penyajian Kurva dan Permukaan Bezier 

Kurva Bezier derajat-n C(u) dinyatakan dalam bentuk parametrik berikut: 





n

i

n

ii uBPuC
0

)()(  10,  u         (2.26) 

dengan: 

,)1()( 1 inn

i

n

i uuCuB   

,
)!(!

!
)(

ini

n
uC n

i


  

Pi = koefisien geometri / titik kontrol kurva C(u). 

Jika n = 2, akan dihasilkan kurva Bezier kuadratik dengan persamaan parametrik 

(Gambar 2.19a): 

C(u) = (1 – u)2 P0 + 2(1 – u)(u) P1 + u2 P2 ,  

sedangkan untuk n = 3 didapatkan empat titik kontrol yaitu P0, P1, P2, dan P3 

sehingga persamaan parametrik kurva Bezier kubiknya adalah (Gambar 2.19b): 

C(u) = (1 – u)3 P0 + 3(1 – u)2(u) P1 + 3(1 – u)u2 P2 + u3 P3 
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Gambar 2.25 Kurva Bezier (a) kuadratik (b) kubik 

Permukaan Bezier pada prinsipnya identik dengan kurva Bezier. Permukaan Bezier S(u,v) 

derajat m dan n dinyatakan dalam bentuk parametrik berikut (Gambar 2.25): 





nm

ji

n

j

m

iij vBuBPvuS
,

0,

)()(),(  1,0,  vu          (2.25) 

dengan: 
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
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Pij = koefisien geometri / titik kontrol kurva S(u,v). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.26 Permukaan Bezier dengan m = 2 dan n = 2 

 

2.11 Konstruksi Objek Pada Program Maple 17 

Pada bagian ini akan disajikan contoh bahasa pemrograman menggunakan software 

Maple 17 untuk mengkonstruksi objek geometri (Marjuni, 2007). 

2.11.1 Mengkonstruksi Segmen Garis 

Untuk membangun segmen garis AB sejajar terhadap sumbu Y dengan titik ujungnya 

A(0,-4,0) dan B(0,4,0) pada Maple 17 (Gambar 2.27), maka dapat dituliskan dengan script 

program, yaitu:  

        

  

0P

1P
2P

0P 1P

2P

3P

)(a )(b
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>AB:=plot3d([(1-t)*0*t*0,(1-t)*(-4)*t*4,(1-t)*0*t*0],t=0..1,v=0..1,       

        color="blue"): 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.27 Segmen Garis pada Maple 17 

 

2.11.2 Mengkonstruksi Persegi 

Misalkan diberikan titik A(3,-3,1), B(3,3,1), C(-3,3,1), D(-3,-3,1) akan dibangun 

bidang ABCD pada Maple 17 (Gambar 2.28), maka dapat dituliskan dengan script program: 

 

     > a:=-2; 

 

 > b:=2; 

 

> ABCD:=plot3d([(1- v)*3*u+v*3*u,v*3,1], u=a..b,  
 v=a..b): 

 > plot3d([(1-v)*3*u+v*3*u,v*3,1],u=a..b,v=a..b); 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.28 Bidang bentuk persegi pada Maple 17 

 

2.11.3 Mengkonstruksi Lingkaran 

 Membangun bidang lingkaran yang berpusat di titik (0,0) dengan jari-jari 2 satuan 

pada Maple 17 (Gambar 2.29) dapat ditunjukkan dengan script berikut : 

     > Lingk:=[-cos(t),-sin(t),0,t=0..2*Pi]: 

 

 

 

 

 

Gambar 2.29 Lingkaran di Ruang 

 := a -2

 := b 2
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2.11.4 Mengkonstruksi Silinder (Tabung) 

Tabung dapat diartikan sebagai benda ruang yang berasal dari lingkaran sebagai alas 

tabung yang bergerak secara paralel terhadap sumbu pusat sepanjang t. Suatu tabung 

dikatakan tabung tegak jika poros ataupun sumbu pusatnya tegak lurus terhadap alas.  Contoh 

penulisan script pada Maple 17 untuk membangun silinder (tabung) seperti ditunjukkan pada 

Gambar 2.30 adalah : 

>silinder:=plot3d([2*cos(u)+4,2*sin(u)+4,3*v],u=0..2*Pi,v=1.

.3,title="Silinder Terbuka R=2 melalui sumbu (4,4,z=3*v)"): 

Silinder terbentuk dengan jari-jari 2 satuan melalui sumbu x=4, y=4, dan z=3v 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.30 Silinder Pada Maple 17 

 

2.11.5 Mengkonstruksi Bola 

Membangun Bola menggunakan software maple 17 dengan script sebagai berikut: 

k:=plot3d([4*sin(s)*cos(t)+4,4*sin(s)*sin(t),4*cos(s)+4],s=Pi/

3..2*Pi/3,t=0..2*Pi): 

Script di atas didapatkan potongan bola dengan titik pusat A(4,4,4) dengan jari-jari 4 satuan. 

Hasil dari script diatas dapat ditunjukkan pada Gambar 2.31. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.31 Bola Pada Maple 17 

 

2.11.6 Mengkonstruksi Hiperboloida 

Untuk membangun Hiperboloida dengan menggunakan software maple 17 dengan script 

sebagai berikut: 
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k:=plot3d([2*cosh(t)*cos(s),2*cosh(t)*sin(s),2*sinh(t)+8],s=0.

.2*Pi,t=-Pi/2..Pi/2): 

dari script diatas diperoleh bangun hiperboloida dengan pusat (0,0,8) dengan jari-jari mayor 

adalah 2 satuan, untuk hasil dari programnya dapat ditunjukkan pada Gambar 2.32. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.32 Hiperboloida Pada Maple 17 
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BAB III. METODE PENELITIAN 

 

3.1 Pendekatan Penelitian 

 Dalam peneletian ini, pendekatan yang digunakan adalah pendekatan kepustakaan 

(library research). Hal ini dilakukan dengan cara membaca, memahami, menelaah kemudian 

mengidentifikasi pengetahuan yang diperoleh dari literatur. Pendekatan kepustakaan (library 

research) untuk membahas kurva Bezier berderajat enam yang dihasilkan dari modifikasi 

kurva Bezier berderajat lima yang digunakan untuk desain benda industri kerajinan 

marmer dan onyx. Program yang digunakan dalam membantu modifikasi dan desain kurva 

Bezier adalah Maple 17.0 

 

3.2 Tahap-Tahap Penelitian 

Tahapan penelitian meliputi 2 kegiatan: 

1. Membentuk formula Bezier berderajat enam hasil modifikasi Bezier berderajat 

lima. 

Kegiatan ini dimaksudkan untuk mendesain dan mengubah bentuk kurva sesuai 

dengan keinginan kita (fleksibel) atas dasar data titik yang dipilih. Tahapannya adalah: 

a. Membuat Kurva Hermit berderajat enam 

Pada pencarian kurva Hermit berderajat enam akan didapatkan matrik Hermit 

ukuran 6 x 6 atau bisa disebut matrik modifikasi Hermit. Dalam hal ini, diperlukan 

langkah yaitu menetapkan formula dan data dari 2 titik sebagai kondisi batas kurva, 3 

titik kontrol sebagai variabel bebas. Misalkan dipilih kurva parametrik berderajat 

enam dalam bentuk: 

𝑃(𝑢) =   𝑎0  +  𝑎1𝑢
1 + 𝑎2𝑢

2+ 𝑎3𝑢
3 + 𝑎4𝑢

4 + 𝑎5𝑢
5+ 𝑎6𝑢

6 

dengan 0 ≤  𝑢 ≤  1 dan turunannya terhadap variabel parameter 𝑢 sebagai berikut: 

𝑃𝑢(𝑢) =    𝑎1 +  2 𝑎2𝑢
1 + 3𝑎3𝑢

2 + 4𝑎4𝑢
3 +  5𝑎5𝑢

4 +  6𝑎6𝑢
5 

b. Membuat kurva berderajat enam hasil modifikasi Bezier berderajat lima dengan 

menetapkan titik kontrol poligon baru, yaitu: 

 Ω = [𝑃0, 𝑁𝑃31, 𝑁𝑃32, 𝑁𝑃33, 𝑁𝑃34, 𝑁𝑃35, 𝑃3] 

𝑁𝑃31 = 𝜆31𝑃1 + (1 − 𝜆31)𝑃0 

𝑁𝑃32 = 𝜆32𝑃2 + (1 − 𝜆32)𝑃1 

𝑁𝑃33 = 𝜆33𝑃3 + (1 − 𝜆33)𝑃2 

𝑁𝑃34 = 𝜆34𝑃4 + (1 − 𝜆34)𝑃3 

𝑁𝑃35 = 𝜆35𝑃5 + (1 − 𝜆35)𝑃4 

dan menggunakan matrik ukuran 6 x 6 Hermit. 
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2. Membuat model-model permukaan putar Bezier berderajat enam hasil modifikasi Bezier 

berderajat lima. Pada pembuatan model-model permukaan diperlukan beberapa tahapan 

sebagai berikut: 

1. Menentukan data titik 

2. Membangun kurva Bezier berderajat enam hasil modifikasi Bezier berderajat lima 

dengan menggunakan data titik untuk memberikan kelengkungan 

3. Merotasi atau menginterpolasi kurva Bezier 

4. Simulasi kurva kuartik Bezier dengan data titik yang ditentukan menggunakan 

Maple 17 

 

3. Studi teknik membangun kesimetrian relief 

Pertama membangun beberapa bentuk benda geometri bidang atau ruang (misal: 

lingkaran, elips, bola, elipsoida, atau lainnya) dan menentukan data titik untuk membangun 

beberapa kurva poligon Bezier. Perpaduan dan kombinasi dari dua teknik desain tersebut 

akan terbangun model-model grafis benda geometri sebgai bahan dasar untuk memodelisasi 

relief permukaan benda berbahan marmer tersebut. Variasi model benda geometris ini 

selanjutnya ditransformasikan secara relief terhadap sumbu simteris (dapat berupa garis, 

bidang atau kurva) atau titik pusat agar didapatkan bentuk simetris atau juga melalui operasi 

perputaran. Tahap selanjutnya melakukan desain bentuk relief unttuk permukaan yang 

bersifat datar atau lengkung pada benda-benda kerajinan industri yang di desain. 

 

3.3 Simulasi Komputer dan Fabrikasi Prototip 

Hasil formulasi matematik, selanjutnya dilakukan programasi dan desain relief benda. 

Setelah itu, dilakukan pembuatan contoh prototip benda-benda industri kerajinan dengan 

mengacu pada model benda yang telah ada di PABRIK KERAJINAN BENDA INDUSTRI 

BERBAHAN TANAH LIAT DAN MARMER, sebuah perusahaan yang bergerak di bidang 

kebutuhan industri serta data koleksi desain yang ada di DINOYO MALANG. 
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3.4 Skema Penelitian 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Diagram Alur Penelitian 

  

Menentukan data titik kontrol 

P0, P1, P2, P3, P4, P5 

sebagai input 

 

 

 

 

Menetapkan data titik kontrol 

Ψ = [P0, W41, W42, W43, W44, W45, P5] 

 

 

 

 
Membangun kurva Bezier berorde enam untuk 

membentuk kelengkungan kurva 

 

Melakukan interploasi pada kelengkungan kurva Bezier 

berorde enam sehingga terbentuk permukaan putar Bezier 

 

Memberikan parameter (α) pengubah permukaan 

putar Bezier 

Melakukan penggabungan beberapa permukaan 

putar Bezier sehingga menghasilkan bentuk-bentuk 

benda industri 

Simulasikan menggunakan program Maple 17.0  
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BAB IV. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Formula Bezier Berderajat Enam Hasil Modifikasi Bezier Berderajat Lima 

a. Formula Bezier Berderajat Lima 

Misalkan kurva kuartik parametrik 𝑃(𝑢) dinyatakan dalam bentuk aljabar sebagai berikut: 

𝑥(𝑢) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑢 + 𝑐𝑥𝑢
2 + 𝑑𝑥𝑢

3 + 𝑒𝑥𝑢
4 + 𝑓𝑥𝑢

5
 

𝑦(𝑢) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑢 + 𝑐𝑥𝑢
2 + 𝑑𝑥𝑢

3 + 𝑒𝑥𝑢
4 + 𝑓𝑥𝑢

5
 

𝑧(𝑢) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑢 + 𝑐𝑥𝑢
2 + 𝑑𝑥𝑢

3 + 𝑒𝑥𝑢
4 + 𝑓𝑥𝑢

5
 

Dengan 𝑢 dibatasi interval 0 ≤ 𝑢 ≤ 1. Pembahasan terhadap nilai 𝑢 ini dimaksudkan agar 

segmen kurva terbangun terbatas dan mudah dikontrol. Ditulis dalam fungsi faktorial 

(parametrik) 

𝑝(𝑢) = 𝑎 + 𝑏𝑢 + 𝑐𝑢2 + 𝑑𝑢3 + 𝑒𝑢4 + 𝑓𝑢5
 

Turunan pertama dari 𝑃(𝑢) adalah 

𝑝′(𝑢) = 𝑏 + 2𝑐𝑢 + 3𝑑𝑢2 + 4𝑒𝑢3 + 5𝑓𝑢4
 

Turunan kedua dari 𝑃(𝑢) adalah 

𝑝"(𝑢) = 2𝑐 + 6𝑑𝑢 + 12𝑒𝑢2 + 20𝑓𝑢3
 

Kemudian ditetapkan dalam kondisi berikut 

𝑃(𝑢 = 0) = 𝑎 

𝑃(𝑢 = 1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 

𝑃′(𝑢 = 0) = 𝑏 

𝑃′(𝑢 = 1) = 𝑏 + 2𝑐 + 3𝑑 + 4𝑒 + 5𝑓 

𝑃"(𝑢 = 0) = 2𝑐 

𝑃"(𝑢 = 1) = 2𝑐 + 6𝑑 + 12𝑒 + 20𝑓 
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[
 
 
 
 
 
 
𝑃(0)

𝑃(1)

𝑃′(0)

𝑃′(1)

𝑃′′(0)

𝑃′′(1)]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
1 0 0
1 1 1
0 1 0

0 0 0
1 1 1
0 0 0

0 1 2
0 0 2
0 0 2

3 4 5
0 0 0
6 12 20]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓]
 
 
 
 

 

Dengan a,b, dan c merupakan vektor-vektor yang ekuivalen dengan koefisien skalar aljabar. 

Sehingga,  

[
 
 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0
1

2
0

−10 10 −6
0 0 2
0 0 2

−4 −
3

2

1

2

0 0 0
6 12 20]

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝑃(0)

𝑃(1)

𝑃′(0)

𝑃′(1)

𝑃′′(0)

𝑃′′(1)]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓]
 
 
 
 

 

 

𝑀𝐻

[
 
 
 
 
 
 
𝑃(0)

𝑃(1)

𝑃′(0)

𝑃′(1)

𝑃′′(0)

𝑃′′(1)]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓]
 
 
 
 

  dengan𝑀𝐻 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0
1

2
0

−10 10 −6
15 −15 8
−6 6 −3

−4 −
1

2

1

2

7
3

2
−1

−3 −
1

2

1

2]
 
 
 
 
 
 
 

 

Misalkan kurva Bezier berderajat lima dinyatakan dalam bentuk  

𝐶5(𝑢) = ∑𝑃𝑖𝐵𝑖
5(𝑢)

5

𝑖=0

 

dengan 𝐵𝑖
5(𝑢) = (

5
𝑖
) (1 − 𝑢)5−𝑖. 𝑢𝑖 dan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, maka 

saat i = 0 

𝐵0
5(𝑢) = (1 − 𝑢)5 

saat i = 1 

𝐵1
5(𝑢) = 5(1 − 𝑢)4. 𝑢 

saat i = 2 

𝐵2
5(𝑢) = 10(1 − 𝑢)3. 𝑢2 

saat i = 3 

𝐵3
5(𝑢) = 10(1 − 𝑢)2. 𝑢3 

saat i = 4 

𝐵4
5(𝑢) = 5(1 − 𝑢). 𝑢4 

saat i = 5 

𝐵5
5(𝑢) = 𝑢5 
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diperoleh  

𝐶5(𝑢) = ∑𝑃𝑖𝐵𝑖
5(𝑢)

5

𝑖=0

 

𝐶5(𝑢) = 𝑃0(1 − 𝑢)5 + 𝑃15𝑢(1 − 𝑢)4 + 𝑃210𝑢2(1 − 𝑢)3 + 𝑃310𝑢3(1 − 𝑢)2 + 𝑃45𝑢4(1

− 𝑢) + 𝑃5𝑢
5

 

𝐶5
′(𝑢) = −5𝑃0(1 − 𝑢)4 − 20𝑃1𝑢(1 − 𝑢)3 + 5𝑃1(1 − 𝑢)4 − 30𝑃2𝑢

2(1 − 𝑢)2

+ 20𝑃2𝑢 (1 − 𝑢)3 − 20𝑃3𝑢
3(1 − 𝑢) + 30𝑃3𝑢

2(1 − 𝑢)2 − 5𝑃4𝑢
4

+ 20𝑃4𝑢
3(1 − 𝑢) + 5𝑃5𝑢

4 

𝐶5
,,(𝑢) = 20𝑃0(1 − 𝑢)3 + 60𝑃1𝑢(1 − 𝑢)2 − 40𝑃1(1 − 𝑢)3 + 60𝑃2𝑢

2(1 − 𝑢)

− 120𝑃2𝑢(1 − 𝑢)2 + 20𝑃2(1 − 𝑢)3 + 20𝑃3𝑢
3 − 120𝑃3𝑢

2(1 − 𝑢)

+ 60𝑃3𝑢(1 − 𝑢)2 − 40𝑃4𝑢
3 + 60𝑃4𝑢

2(1 − 𝑢) + 20𝑃5𝑢
3 

dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, maka  

𝐶5
′ (0) = 5(𝑃1 − 𝑃0) 

 𝐶5
′ (1) = 5(𝑃5 − 𝑃4)  

𝐶5
′′(0) = 20(𝑃0 − 2𝑃1 + 𝑃2)  

𝐶5
′′(1) = 20(𝑃3 − 2𝑃4 + 𝑃5)  

Titik interpolasi adalah titik pertama dan keenam, sementara titik kedua hingga titik kelima 

adalah titik aproksimasi. Sehingga, untuk segmen ke-i yang terbentuk titik-titik kontrol P1, 

P2, P3, P4, P5, P6 didefinisikan sebagai berikut: 

𝑉(0) = 𝑃0  

𝑉(1) = 𝑃5  

𝑉 ,(0) = 5(𝑃1 − 𝑃0)  

𝑉 ,(1) = 5(𝑃5 − 𝑃4)  

𝑉 ,,(0) = 20(𝑃0 − 2𝑃1 + 𝑃2)   

𝑉 ,,(1) = 20(𝑃3 − 2𝑃4 + 𝑃5).   
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Sehingga 

𝑉(𝑢) = [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5]𝑀𝑀𝐻

[
 
 
 
 
 
 
𝑉(0)

𝑉(1)

𝑉 ′(0)

𝑉 ′(1)
𝑉"(0)
𝑉"(1)]

 
 
 
 
 
 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0
1

2
0

−10 10 −6
15 −15 8
−6 6 −3

−4 −
3

2

1

2

7
3

2
−1

−3 −
1

2

1

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝑉(0)

𝑉(1)

𝑉 ′(0)

𝑉 ′(1)
𝑉"(0)
𝑉"(1)]

 
 
 
 
 
 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0
1

2
0

−10 10 −6
15 −15 8
−6 6 −3

−4 −
3

2

1

2

7
3

2
−1

−3 −
1

2

1

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑃0

𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃4

𝑃5]
 
 
 
 
 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0
1

2
0

−10 10 −6
15 −15 8
−6 6 −3

−4 −
3

2

1

2

7
3

2
−1

−3 −
1

2

1

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

𝑃0

𝑃5

5(𝑃1 − 𝑃0)

5(𝑃5 − 𝑃4)

20(𝑃0 − 2𝑃1 + 𝑃2)

20(𝑃3 − 2𝑃4 + 𝑃5 )]
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= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0
1

2
0

−10 10 −6
15 −15 8
−6 6 −3

−4 −
3

2

1

2

7
3

2
−1

−3 −
1

2

1

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

1 0 0
0 0 0

−5 5 0

0 0 0
0 0 1
0 0 0

0 0 0
20 −40 20
0 0 0

0 −5 5
0 0 0
20 −20 20]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑃0

𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃4

𝑃5]
 
 
 
 
 

 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5]

[
 
 
 
 
 

1 0 0
−5 5 0
10 −20 10

0 0 0
0 0 0
0 1

2
0

−10 30 −30
5 −20 30

−1 5 −10

10 10 0
−20 −15 0
10 5 1]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑃0

𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃4

𝑃5]
 
 
 
 
 

  

= [1 − 5𝑢 + 10𝑢2 − 10𝑢3 + 5𝑢4 − 𝑢5  5𝑢 − 20𝑢2 + 30𝑢3 − 20𝑢4 + 5𝑢5    10𝑢2 − 30𝑢3

+ 30𝑢4 − 10𝑢5   10𝑢3 − 20𝑢4 + 10𝑢5   10𝑢3 − 15𝑢4 + 5𝑢5    𝑢5]

[
 
 
 
 
 
𝑃0

𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃4

𝑃5]
 
 
 
 
 

 

 

= 𝑃0(1 − 5𝑢 + 10𝑢2 − 10𝑢3 + 5𝑢4 − 𝑢5) + 𝑃1(5𝑢 − 20𝑢2 + 30𝑢3 − 20𝑢4 + 5𝑢5)

+ 𝑃2(10𝑢2 − 30𝑢3 + 30𝑢4 − 10𝑢5) + 𝑃3(10𝑢3 − 20𝑢4 + 10𝑢5)

+ 𝑃4(10𝑢3 − 15𝑢4 + 5𝑢5) + 𝑃5(𝑢
5) 

𝑀𝑀𝐻 merupakan matriks yang dihasikan pada kurva Hermit berderajat lima. Jadi kurva 

kuartik bezier dalam bentuk parametrik yaitu: 

𝑉(𝑢) = 𝑃0(1 − 5𝑢 + 10𝑢2 − 10𝑢3 + 5𝑢4 − 𝑢5) + 𝑃1(5𝑢 − 20𝑢2 + 30𝑢3 − 20𝑢4 + 5𝑢5)

+ 𝑃2(10𝑢2 − 30𝑢3 + 30𝑢4 − 10𝑢5) + 𝑃3(10𝑢3 − 20𝑢4 + 10𝑢5)

+ 𝑃4(10𝑢3 − 15𝑢4 + 5𝑢5) + 𝑃5(𝑢
5)  

Dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1. Berikut ini disajikan contoh kurva kuartik bezier dengan titik-titik 

kontrol 𝑃0 = (1,0,1), 𝑃1 = (1,0,3), 𝑃2 = (8,0,6), 𝑃3 = (8,0,9), 𝑃4 = (1,0,12), 𝑃5 = (1,0,15).  
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Gambar 4.1 Kurva Bezier Berderajat Lima 

b. Modifikasi Kurva Bezier Berderajat Lima menjadi Kurva Bezier Berderajat Enam 

𝐶5(𝑢) = ∑𝑃𝑖𝐵𝑖
5(𝑢)

5

𝑖=0

 

dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1. Pandang poligon bezier [𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5] dengan titik kontrolnya 

adalah 𝑊51,𝑊52,𝑊53,𝑊54,𝑊55 didefinisikan sebagai berikut, 

𝑊51 = 𝜆51𝑃1 + (1 − 𝜆51)𝑃0 

𝑊52 = 𝜆52𝑃2 + (1 − 𝜆52)𝑃1 

𝑊53 = 𝜆53𝑃3 + (1 − 𝜆53)𝑃2 

𝑊54 = 𝜆54𝑃4 + (1 − 𝜆54)𝑃3 

𝑊55 = 𝜆55𝑃5 + (1 − 𝜆55)𝑃4 

Dengan 0 ≤ 𝜆51, 𝜆52, 𝜆53, 𝜆54, 𝜆55 ≤ 1 dan 𝜆51, 𝜆52, 𝜆53, 𝜆54, 𝜆55 ditetapkan. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2 Modifikasi Kurva Bezier Berderajat Lima Menjadi Kurva Bezier Berderajat Enam 
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Dengan titik-titik kontrol poligon yang baru Ω = [𝑃0,𝑊51,𝑊52,𝑊53,𝑊54,𝑊55, 𝑃5] pada 

model kurva bezier berderajat lima 𝐶5(𝑢) dapat dimodifikasi menjadi kurva Bezier berderajat 

enam 𝐶6(𝑢) dengan titik-titik kontrol poligon Ω dengan cara sebagai berikut, 

Misalkan kurva kuartik parametrik 𝑃(𝑢) dinyatakan dalam bentuk aljabar sebagai berikut: 

𝑥(𝑢) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑢 + 𝑐𝑥𝑢
2 + 𝑑𝑥𝑢

3 + 𝑒𝑥𝑢
4 + 𝑓𝑥𝑢

5 + 𝑔𝑥𝑢
6

 

𝑦(𝑢) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑢 + 𝑐𝑥𝑢
2 + 𝑑𝑥𝑢

3 + 𝑒𝑥𝑢
4 + 𝑓𝑥𝑢

5 + 𝑔𝑦𝑢6
 

𝑧(𝑢) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑢 + 𝑐𝑥𝑢
2 + 𝑑𝑥𝑢

3 + 𝑒𝑥𝑢
4 + 𝑓𝑥𝑢

5 + 𝑔𝑧𝑢
6

 

Dengan 𝑢 dibatasi interval 0 ≤ 𝑢 ≤ 1. Pembahasan terhadap nilai 𝑢 ini dimaksudkan agar 

segmen kurva terbangun terbatas dan mudah dikontrol. Ditulis dalam fungsi vektorial 

(parametrik) 

𝑃(𝑢) = 𝑎 + 𝑏𝑢 + 𝑐𝑢2 + 𝑑𝑢3 + 𝑒𝑢4 + 𝑓𝑢5 + 𝑔𝑢6
 

Turunan pertama dari 𝑃(𝑢) adalah 

𝑃,(𝑢) = 𝑏 + 2𝑐𝑢 + 3𝑑𝑢2 + 4𝑒𝑢3 + 5𝑓𝑢4 + 6𝑔𝑢5
 

Turunan kedua dari 𝑃(𝑢) adalah 

𝑝"(𝑢) = 2𝑐 + 6𝑑𝑢 + 12𝑒𝑢2 + 20𝑓𝑢3 + 30𝑔𝑢4  

Turunan ketiga dari 𝑃(𝑢) adalah 

𝑝′′′(𝑢) = 6𝑑 + 24𝑒𝑢 + 60𝑓𝑢2 + 120𝑔𝑢3
 

Kemudian ditetapkan dalam kondisi berikut 

𝑃0 = 𝑃(𝑢 = 0) = 𝑎 

𝑃1 = 𝑃(𝑢 = 1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 + 𝑔 

𝑃2 = 𝑃′(𝑢 = 0) = 𝑏 

𝑃3 = 𝑃′(𝑢 = 1) = 𝑏 + 2𝑐 + 3𝑑 + 4𝑒 + 5𝑓 + 6𝑔 

𝑃4 = 𝑃"(𝑢 = 0) = 2𝑐 

𝑃5 = 𝑃"(𝑢 = 1) = 2𝑐 + 6𝑑 + 12𝑒 + 20𝑓 + 30𝑔 
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𝑃6 = 𝑃′′′(𝑢 = 0) = 6𝑑 

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑃(0)
𝑃(1)

𝑃′(0)

𝑃′(1)
𝑃"(0)
𝑃"(1)

𝑃′′′(0)]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 6
0 0 2 0 0 0 0

0 0 2 6 12 20 30
0 0 0 6 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓
𝑔]
 
 
 
 
 

 

Dengan a,b, dan c merupakan vektor-vektor yang ekuivalen dengan koefisien skalar aljabar. 

Sehingga,  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0
1

6

−15 15 −10 −5 −3
1

2
−

1

2

24 −24 15 9 4 −1
1

2

−10 10 −6 −4 −
3

2

1

2
−

1

6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑃(0)
𝑃(1)

𝑃′(0)

𝑃′(1)
𝑃"(0)
𝑃"(1)

𝑃′′′(0)]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓
𝑔]
 
 
 
 
 

 

 

𝑀𝑀𝐻

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑃(0)
𝑃(1)

𝑃′(0)

𝑃′(1)
𝑃"(0)
𝑃"(1)

𝑃′′′(0)]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓
𝑔]
 
 
 
 
 

dengan𝑀𝑀𝐻 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0
1

6

−15 15 −10 −5 −3
1

2
−

1

2

24 −24 15 9 4 −1
1

2

−10 10 −6 −4 −
3

2

1

2
−

1

6 ]
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Misalkan kurva Bezier berderajat enam dinyatakan dalam bentuk  

𝐶6(𝑢) = ∑𝑃𝑖𝐵𝑖
6(𝑢)

6

𝑖=0

 

dengan 𝐵𝑖
6(𝑢) = (

6
𝑖
) (1 − 𝑢)6−𝑖. 𝑢𝑖 dan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, maka 

 

saat i = 0 

𝐵0
6(𝑢) = (1 − 𝑢)6 

saat i = 1 

𝐵1
6(𝑢) = 6(1 − 𝑢)5. 𝑢 

 

saat i = 2 

𝐵2
6(𝑢) = 15(1 − 𝑢)4. 𝑢2 

saat i = 3 

𝐵3
6(𝑢) = 20(1 − 𝑢)3. 𝑢3 

saat i = 4 

𝐵4
6(𝑢) = 15(1 − 𝑢)2. 𝑢4 

 saat i = 5 

𝐵5
6(𝑢) = 6(1 − 𝑢). 𝑢5 

saat i = 6 

𝐵6
6(𝑢) = 𝑢6 

 

diperoleh  

𝐶6(𝑢) = ∑𝑃𝑖𝐵𝑖
6(𝑢)

6

𝑖=0

 

𝐶6(𝑢) = 𝑃0(1 − 𝑢)6 + 6𝑊51𝑢(1 − 𝑢)5 + 15𝑊52𝑢
2(1 − 𝑢)4 + 20𝑊53𝑢

3(1 − 𝑢)3

+ 15𝑊54𝑢
4(1 − 𝑢)2 + 6𝑊55𝑢

5(1 − 𝑢) + 𝑃5 𝑢
6

 

𝐶6
′(𝑢) = −6𝑃0(1 − 𝑢)5 − 30𝑊51𝑢(1 − 𝑢)4 + 6𝑊51(1 − 𝑢)5 − 60𝑊52𝑢

2(1 − 𝑢)3

+ 30𝑊52𝑢(1 − 𝑢)4 − 60𝑊53𝑢
3(1 − 𝑢)2 + 60𝑊53𝑢

2(1 − 𝑢)3

− 30𝑊54𝑢
4(1 − 𝑢) + 60𝑊54𝑢

3(1 − 𝑢)2 − 6𝑊55𝑢
5 + 30𝑊55𝑢

4(1 − 𝑢)

+ 6𝑃6𝑢
5

 

𝐶6
,,(𝑢) = 30𝑃0(1 − 𝑢)4 + 120𝑊51𝑢(1 − 𝑢)3 − 60𝑊51(1 − 𝑢)4 − 240𝑊52𝑢(1 − 𝑢)3

+ 180𝑊52𝑢
2(1 − 𝑢)2 + 30𝑊52(1 − 𝑢)4 + 120𝑊53𝑢

3(1 − 𝑢)

− 360𝑊53𝑢
2(1 − 𝑢)2 + 120𝑊53𝑢(1 − 𝑢)3 − 240𝑊54𝑢

3(1 − 𝑢) + 30𝑊54𝑢
4

+ 180𝑊54𝑢
2(1 − 𝑢)2 − 60𝑊55𝑢

4 + 120𝑊55𝑢
3(1 − 𝑢) + 30𝑃5𝑢

4
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dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, maka  

𝐶6
′ (0) = 6(𝑊51 − 𝑃0) 

 𝐶6
′ (1) = 6(𝑃5 − 𝑊55)  

𝐶6
′′(0) = 30(𝑃0 − 2𝑊51 + 𝑊52)  

𝐶6
′′(1) = 30(𝑊54 − 2𝑊55 + 𝑃5)  

𝐶6
,,,(0) = 120(3𝑊51 − 3𝑊52 + 𝑊53 − 𝑃0)

Sehingga, untuk segmen ke-i yang terbentuk titik-titik kontrol poligon baru                         

Ω = [𝑃0,𝑊51,𝑊52,𝑊53,𝑊54,𝑊55, 𝑃5]  didefinisikan sebagai berikut: 

𝑉𝑀(0) = 𝑃0  

𝑉𝑀(1) = 𝑃5  

𝑉𝑀
, (0) = 6(𝑊51 − 𝑃0)  

𝑉𝑀
, (1) = 6(𝑃5 − 𝑊55)  

𝑉𝑀
,, (0) = 30(𝑃0 − 2𝑊51 + 𝑊52)  

𝑉𝑀
,, (1) = 30(𝑊54 − 2𝑊55 + 𝑃5)  

𝑉𝑀
,,,(0) = 120(3𝑊51 − 3𝑊52 + 𝑊53 − 𝑃0)   
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Sehingga 

𝑉(𝑢) = [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5𝑢6]𝑀𝑀𝐻

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑉𝑀(0)

𝑉𝑀(1)

𝑉𝑀
′ (0)

𝑉𝑀
′ (1)

𝑉𝑀
,, (0)

𝑉𝑀
,, (1)

𝑉𝑀
,,,(0)]

 
 
 
 
 
 
 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5𝑢6]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0
1

6

−15 15 −10 −5 −3
1

2
−

1

2

24 −24 15 9 4 −1
1

2

−10 10 −6 −4 −
3

2

1

2
−

1

6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑉𝑀(0)

𝑉𝑀(1)

𝑉𝑀
′ (0)

𝑉𝑀
′ (1)

𝑉𝑀
,, (0)

𝑉𝑀
,, (1)

𝑉𝑀
,,,(0)]

 
 
 
 
 
 
 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5𝑢6]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0
1

6

−15 15 −10 −5 −3
1

2
−

1

2

24 −24 15 9 4 −1
1

2

−10 10 −6 −4 −
3

2

1

2
−

1

6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑃0

𝑃5

6(𝑊51 − 𝑃0) 

6(𝑃5 − 𝑊55) 
30(𝑃0 − 2𝑊51 + 𝑊52) 

30(𝑊54 − 2𝑊55 + 𝑃5)

120(3𝑊51 − 3𝑊52 + 𝑊53 − 𝑃0)]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 



43 

 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5𝑢6]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0
1

6

−15 15 −10 −5 −3
1

2
−

1

2

24 −24 15 9 4 −1
1

2

−10 10 −6 −4 −
3

2

1

2
−

1

6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

−6 6 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −6 6

30 −60 30 0 0 0 0
0 0 0 0 30 −60 30

−120 360 −360 120 0 0 0]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

𝑃0

𝑊51

𝑊52

𝑊53

𝑊54

𝑊55

𝑃5 ]
 
 
 
 
 
 

 

= [1 𝑢 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5𝑢6]

[
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0
−6 6 0 0 0 0 0

15 −30 15 0 0 0 0
20 60 −60 20 0 0 0

−105 −60 90 −60 15 0 0
114 30 −60 60 −30 6 0
−39 −6 15 −20 15 −6 1 ]

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

𝑃0

𝑊51

𝑊52

𝑊53

𝑊54

𝑊55

𝑃5 ]
 
 
 
 
 
 

  

= [𝑢6 − 6𝑢5 + 15𝑢4 − 20𝑢3 + 15𝑢2 − 6𝑢 + 1,−6𝑢6 + 30𝑢5 − 60𝑢4 + 60𝑢3 − 30𝑢2

+ 6𝑢, 15𝑢6 − 60𝑢5 + 90𝑢4 − 60𝑢3 + 15𝑢2, −20𝑢6 + 60𝑢5 − 60𝑢4

+ 20𝑢3, 15𝑢6 − 30𝑢5 + 15𝑢4, −6𝑢6 + 6𝑢5, 𝑢6]

[
 
 
 
 
 
 

𝑃0

𝑊51

𝑊52

𝑊53

𝑊54

𝑊55

𝑃5 ]
 
 
 
 
 
 

 

= 𝑃0(𝑢
6 − 6𝑢5 + 15𝑢4 − 20𝑢3 + 15𝑢2 − 6𝑢 + 1)

+ 𝑊51(−6𝑢6 + 30𝑢5 − 60𝑢4 + 60𝑢3 − 30𝑢2 + 6𝑢)

+ 𝑊52(15𝑢6 − 60𝑢5 + 90𝑢4 − 60𝑢3 + 15𝑢2)

+ 𝑃3(−20𝑢6 + 60𝑢5 − 60𝑢4 + 20𝑢3) + 𝑃4(15𝑢6 − 30𝑢5 + 15𝑢4)

+ 𝑊55(−6𝑢6 + 6𝑢5) + 𝑃5(𝑢
6) 
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𝑀𝑀𝐻 merupakan matriks yang dihasikan pada kurva Hermit berderajat enam. Jadi kurva 

Bezier derajat enam dalam bentuk parametrik yaitu: 

𝑉(𝑢) = 𝑃0(𝑢
6 − 6𝑢5 + 15𝑢4 − 20𝑢3 + 15𝑢2 − 6𝑢 + 1)

+ 𝑊51(−6𝑢6 + 30𝑢5 − 60𝑢4 + 60𝑢3 − 30𝑢2 + 6𝑢)

+ 𝑊52(15𝑢6 − 60𝑢5 + 90𝑢4 − 60𝑢3 + 15𝑢2)

+ 𝑃3(−20𝑢6 + 60𝑢5 − 60𝑢4 + 20𝑢3) + 𝑃4(15𝑢6 − 30𝑢5 + 15𝑢4)

+ 𝑊55(−6𝑢6 + 6𝑢5) + 𝑃5(𝑢
6)  

Dengan 0 ≤ 𝑢 ≤ 1. Berikut ini disajikan contoh kurva kuartik bezier dengan titik-titik 

kontrol 𝑃0 = (1,0,1), 𝑃1 = (1,0,3), 𝑃2 = (8,0,6), 𝑃3 = (8,0,9), 𝑃4 = (1,0,12), 𝑃5 =

(1,0,15). Misal dengan 𝜆 = [0.1,0.1,0.1,0.1,0.1]. 

                    

Gambar 4.2 Hasil Modifikasi Kurva Bezier Berderajat Lima Menjadi Kurva Bezier Berderajat Enam 
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BAB V. PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan pada bab IV, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Hasil modifikasi kurva Bezier berderajat lima ke dalam bentuk Bezier berderajat 

enam diperoleh dari matrik modifikasi Hermit dan penetapan titik kontrol poligon 

sehingga diperoleh 

𝑉𝑀(𝑢) = 𝑃0(𝑢
6 − 6𝑢5 + 15𝑢4 − 20𝑢3 + 15𝑢2 − 6𝑢 + 1)

+ 𝑊51(−6𝑢6 + 30𝑢5 − 60𝑢4 + 60𝑢3 − 30𝑢2 + 6𝑢)

+ 𝑊52(15𝑢6 − 60𝑢5 + 90𝑢4 − 60𝑢3 + 15𝑢2)

+ 𝑃3(−20𝑢6 + 60𝑢5 − 60𝑢4 + 20𝑢3)

+ 𝑃4(15𝑢6 − 30𝑢5 + 15𝑢4) + 𝑊55(−6𝑢6 + 6𝑢5) + 𝑃5(𝑢
6) 

pada bentuk Bezier berderajat enam hasil modifikasi Bezier berderajat lima memiliki 

enam titik control yaitu Ω = [𝑃0,𝑊51,𝑊52,𝑊53,𝑊54,𝑊55, 𝑃5]. Selanjutnya dipilih 

nilai yang beragam pada data titik untuk menghasilkan bentuk-bentuk permukaan 

putar.  

2. Bentuk-bentuk dari permukaan putar Bezier berderajat enam hasil dari modifikasi 

kurva Bezier berdrajat lima dengan beberapa pemilihan data titik kontrol 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, dan 𝑃5 titik kontrol yang baru 𝑊51,𝑊52,𝑊53,𝑊54 dan 𝑊55 yang 

dipengaruhi oleh pemberian nilai parameter 𝜆51, 𝜆52, 𝜆53, 𝜆54, 𝜆55 menyajikan hasil 

yang berbeda-beda. Langkah-langkah yang dilakukan untuk mengkonstruksi 

kerajinan marmer adalah menetukan tinggi dan jari-jari bendanya. Sehingga dapat 

dimanfaatkan untuk memodelkan benda industri keramik yang lainnya. 
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5.2 Penelitian Lanjutan  

Penelitian berikutnya dapat dikembangkan modifikasi kurva Bezier berderajat-n. selain 

itu dapat ditawarkan desain benda relief yang lebih bervariatif dengan menggabungkan 

kurva Bezier dan beberapa benda-benda geometri ruang.   
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