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ABSTRAK

Misalkan G grup dan H subgrup normal dari G. Graf subgrup I'u(G) adalah graf dengan
himpunan titik semua unsur di G dan dua titik berbeda x dan y terhubung langsung jika dan hanya
jika xy € H. Pada penelitian ini ditentukan beberapa spektrum dari graf subgrup dan komplemen
graf subgrup dari grup dihedral untuk beberapa subgroup normal di grup dihedral. Untuk graf
subgrup ditentukan spektrum adjacency, spektrum Laplace, dan spektrum signless Laplace. Untuk
komplemen graf subgrup ditentukan spektrum adjacency, spektrum Laplace, spektrum signless
Laplace, dan spektrum detour. Hal ini karena graf subrup bukan graf terhubung sedangkan
komplemen graf subrup adalah graf terhubung.

Kata kunci: Graf subgrup, Spektrum, Graf komplemen, Grup dihedral.
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PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Misalkan G graf dengan V(G) = {v1, V2, ..., Vp}. Matriks keterhubungan
titik (Adjacency matrix) dari graf G, dinotasikan dengan A(G) = [a;j], adalah
matriks (p x p) dengan a;; = 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v; dan
aij = 0 untuk lainnya (Harary, 1969; Bondy & Murthy, 1976; Chartrand &
Lesniak, 1986; Chartrand & Oellermann, 1993; Bondy & Murthy, 2008). Dengan
demikian, maka matriks keterhubungan titik graf G adalah matriks simetri dengan
unsur 0 dan 1 dan bernilai O untuk semua entri pada diagonal utamanya.

Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari vi, i = 1, 2, 3,
..., p. Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace (Mohar, 1992) dan
matriks L*(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless Laplace dari graf G
(Brouwer & Haemers, 2011).

Pada graf G, lintasan-viv, adalah barisan titik-titik berbeda vi, vo, ..., Va
sedemikian hingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf disebut
terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik di G. Misalkan G
adalah graf terhubung dengan order p. Matriks detour dari G, dinotasikan dengan
DD(G) adalah matriks (pxp) sedemikian hingga unsur pada baris ke-i dan kolom
ke-j adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari vi ke v; di G
(Ayyaswamy & Balachandran, 2010).

Misalkan A1, Ao, ..., An dengan A1> A2 > ... > A, adalah nilai eigen berbeda
suatu matriks, dan misalkan m(41), m(4v), ..., m(An) adalah banyaknya basis untuk
ruang vektor eigen masing-masing Ai. Matriks berordo (2 x n) yang memuat A1,
A2, ..., An pada baris pertama dan m(11), m(A2), ..., m(4a) pada baris kedua disebut
spectrum graf G, dan dinotasikan dengan Spec(G) (Bigg, 1974; Yin, 2008).
Spektrum yang diperoleh dari matriks A(G) disebut spektrum adjacency, dari
matriks L(G) disebut spektrum Laplace, dari matriks L*(G) disebut spektrum

signless Laplace, dan dari matriks DD(G) disebut spektrum detour.



Beberapa penelitian mengenai spektrum suatu graf sudah pernah
dilakukan. Shuhua Yin (2006) meneliti spektrum keterhubungan titik dan
spektrum Laplace pada graf G, yang diperoleh dari graf komplit K, dengan
menambahkan pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di K.
Abdussakir, dkk (2009) meneliti spektrum keterhubungan titik pada graf komplit
(Kn), graf star (Sn), graf bipartisi komplit (Km,n), dan graf lintasan (Pn).
Ayyaswamy & Balachandran (2010) meneliti spektrum detour pada beberapa graf
yang meliputi graf K(n, n), graf korona G dan K, graf perkalian Kartesius G
dengan K, graf perkalian leksikografik G dengan K>, dan perluasan dobel kover
dari graf beraturan. Abdussakir, dkk (2012) meneliti spektrum keterhubungan
titik, Laplace, singless Laplace, dan detour graf multipartisi komplit.

Teori graf juga membahas graf yang dibangun dari grup, misalnya graf
komuting, graf non komuting, graf koset, graf perpangkatan, dan graf konjugasi.
Beberapa penelitian terkait spektrum graf yang diperoleh dari grup sudah
dilakukan. Abdussakir, dkk (2013) meneliti spektrum keterhubungan titik,
Laplace, singless Laplace, dan detour graf commuting dari grup dihedral. Rivatul
Ridho Elvierayani (2014) meneliti spektrum keterhubungan titik, Laplace,
singless Laplace graf non commuting dari grup dihedral, sedangkan Nafisah
(2014) meneliti spektrum Detour graf non commuting dari grup dihedral.
Abdussakir dkk (2016) meneliti spektrum graf konjugasi dari grup dihedral.

Anderson dkk (2012) mengenalkan konsep baru terkait graf yang
diperoleh dari grup yaitu graf subgrup. Misalkan G grup dan H subgrup G.
Misalkan I'v(G) adalah graf berarah (digraph) dengan himpunan titik memuat
semua unsur di G dan titik x terhubung langsung ke y (atau ada busur dari x ke y)
jika dan hanya jika x #y dan xy € H. Jika xy € H dan yx € H untuk suatu x, y € G
dengan x #y maka x dan y dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah.
Dengan demikian, akan diperoleh graf T'y(G) yang tidak memuat gelung (loop)
dan sisi rangkap (multiple edge). Graf I'n(G) ini disebut graf subgrup dari G.

Kakeri dan Erfanian (2015) menjelaskan bahwa graf subgrup I'n(G) jelas
eksistensinya ketika H adalah subgrup normal dari G. Jika xy € H maka belum

tentu yx e H. Jika H subgrup normal di G, maka xy € H berakibat yx = x}(xy)x e



H. Dengan demikian, ketika H subgrup normal maka komplemen dari graf
subgrup T't(G) juga berbentuk graf (graph), bukan graf berarah (digraph).

Penelitian mengenai graf subgrup baru ada 2 yaitu penelitian Anderson dkk
(2012) dan penelitian Kakeri & Erfanian (2015). Anderson dkk (2012) meneliti
struktur komponen-kompenen yang terhubung pada graf subgrup I'n(G) sedangkan
Kakeri & Erfanian (2015) meneliti sifat-sifat komplemen graf subgrup Ty (G).
Sifat-sifat yang diteliti meliputi diameter, girth, himpunan bebas dan himpunan
dominasi, serta keteraturannya.

Berdasarkan uraian di atas, maka belum ada penelitian sifat-sifat matriks
dari graf subgrup dan komplmen graf subgrup grup dihedral. Sifat-sifat matriks ini
meliputi nilai eigen terbesar, nilai eigen kedua, nilai eigen terkecil, serta
spektrumnya. Dengan demikian maka perlu dilakukan penelitian terkait sifat-sifat
matriks graf subgrup dan komplmen graf subgrup grup dihedral.

B. Rumusan Masalah
Masalah dalam penelitian ini dirumuskan sebagai berikut, yaitu bagaimana

pola umum spektrum graf subgrup dan komplemen graf subgrup dari grup dihedral?

C. Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah untuk
menentukan pola umum spektrum graf subgrup dan komplemen graf subgrup dari

grup dihedral (D2,), n >3 dann € N.

D. Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, spektrum yang akan dibahas dibatasi pada spektrum

adjacency, spektrum Laplace, spektrum signless Laplace, dan spektrum detour.

E. Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut.
1. Memberikan informasi mengenai spektrum graf yang diperolah dari grup.
2. Memberikan informasi saling keterkaitan antara beberapa topik dalam

matematika, khususnya teori graf, aljabar linier, dan aljabar abstrak.
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A. Graf

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g (Chartrand &
Lesniak, 1986; Chartrand & Oellermann, 1993).

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan e
serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung
dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika
terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan
ditulis e = uv (Bondy & Murthy, 2008).

B. Derajat Titik

Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di G yang
terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis Ng(v). Derajat
titik v di graf G, ditulis dege(v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung
dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan
degac(v) disingkat menjadi deg(v) dan Ng(V) disingkat menjadi N(v) (Chartrand &
Lesniak, 1986). Jika dikaitkan dengan konsep lingkungan, derajat titik v di graf G
adalah banyaknya anggota dalam N(v). Jadi, deg(v) = |N(v)| (Harary, 1969;

Bondy & Murthy, 1976). Titik yang berderajat O disebut titik terasing atau titik
terisolasi. Titik yang berderajat 1 disebut titik ujung atau titik akhir. Titik yang
berderajat genap disebut titik genap dan titik yang berderajat ganjil disebut titik
ganjil. Derajat maksimum titik di G dilambangkan dengan A(G) dan derajat
minimum titik di G dilambangkan dengan 3(G) (Bondy & Murthy, 1976).
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Graf G dikatakan beraturan-r atau beraturan dengan derajat r jika masing-
masing titik v di G, maka deg(v) = r, untuk bilangan bulat taknegatif r. Suatu graf
disebut beraturan jika graf tersebut beraturan-r untuk suatu bilangan bulat
taknegatif r. Graf beraturan-3 biasa juga disebut dengan graf kubik (Bondy &
Murthy, 1976; Chartrand & Lesniak, 1986).

Graf G dikatakan komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling
terhubung langsung (adjacent). Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan

Kn. Dengan demikian, maka graf K, merupakan graf beraturan-(n — 1) dengan

order p =n dan ukuran g = n(n2—1) = (ZJ (Bondy & Murthy, 1976)

C. Graf Terhubung

Misalkan G graf. Misalkan u dan v adalah titik di G (yang tidak harus
berbeda). Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling

W: u=vo, €1, V1, €2, V2, ..., €n, Vn=V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan
€i = Vi-1Vi i=1,2,3,...,n

adalah sisi di G. vo disebut titik awal, v, disebut titik akhir, titik vi, vz, ..., Vn1
disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika vo # vn, maka W
disebut jalan terbuka. Jika vo = vn, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak
mempunyai sisi disebut jalan trivial (Chartrand & Lesniak, 1986).

Karena dalam graf dua titik hanya akan dihubungkan oleh tepat satu sisi,
maka jalan u-v

W: u=vo, €1, V1, €2, Va2, ..., €n, Vn=V
dapat ditulis menjadi
W: u=vo, V1, V2, ..., Vn-1, Vn=V.

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail. Jalan terbuka yang semua
titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan demikian setiap lintasan pasti
merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupakan lintasan (Bondy & Murthy,
1976; Chartrand & Lesniak, 1986).

Graf berbentuk lintasan dengan titik sebanyak n dinamakan graf lintasan

order n dan ditulis Py. Jalan tertutup W tak trivial yang semua sisinya berbeda



disebut sirkuit. Dengan kata lain, sirkuit adalah trail tertutup tak trivial. Jalan
tertutup tak trivial yang semua titiknya berbeda disebut sikel. Dengan demikian
setiap sikel pasti merupakan sirkuit, tetapi tidak semua sirkuit merupakan sikel.
Jika dicarikan hubungan antara sirkuit dan sikel diperoleh bahwa: trail tertutup
dan taktrivial pada graf G disebut sirkuit di G. Sirkuit

Vi, V2, V3, ..., Vn, V1 (N > 3)
dengan denganvi, i=1, 2, 3, ..., n berbeda disebut sikel. Sikel dengan panjang k
disebut sikel-k. Sikel-k disebut genap atau ganjil bergantung pada k genap atau
ganjil (Bondy & Murthy, 1976; Chartrand & Lesniak, 1986).

Graf berbentuk sikel dengan titik sebanyak n, n > 3, disebut graf sikel dan
ditulis Cn. Graf sikel sering juga disebut sebagai graf lingkaran karena gambarnya
dapat dibentuk menjadi lingkaran. Perlu dicatat bahwa tidak selamanya graf sikel
digambar dalam bentuk suatu lingkaran (Bondy & Murthy, 1976; Chartrand &
Lesniak, 1986).

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan
terhubung (connected), jika terdapat lintasan u-v di G. Suatu graf G dikatakan
terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v yang berbeda di G
terhubung. Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung (connected), jika
untuk setiap titik u dan v di G terdapat lintasan u-v di G. Sebaliknya, jika ada dua
titik u dan v di G, tetapi tidak ada lintasan u-v di G, maka G dikatakan tak
terhubung (disconnected) (Harary, 1969; Bondy & Murthy, 1976; Chartrand &
Lesniak, 1986; Chartrand & Oellermann, 1993; Bondy & Murthy, 2008).

D. Graf Komplemen

Graf komplemen G dari graf G adalah graf dengan himpunan titik V(G) =
V(G) dan dua titik akan terhubung langsung di G jika dan hanya jika dua titik
tersebut tidak terhubung langsung di G. Artinya jika xy € E(G) maka xy ¢ E(G)

dan sebaliknya. Dengan demikian maka gabungan antara G dan G akan

menghasilkan graf komplit, atauq + g = (;) (Bondy & Murthy, 2008).



E. Graf dan Matriks
Misalkan G graf dengan order p (p > 1) dan ukuran g serta himpunan titik
V(G) = {v1, Vo, ..., Vp}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan)
dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p x p) dengan unsur pada
baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik vi terhubung langsung dengan titik v;
serta bernilai O jika titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata
lain, matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) = [a;], 1 <1, j <p, dengan
{1 jika v,v; € E(G)
|0 ,jika v,v, ¢ E(G)
Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0 dan 1
dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak memuat lup

dan tidak memuat sisi paralel (Chartrand & Lesniak, 1986).

F. Spektrum Graf

Misalkan G graf berorder p dan A adalah matriks keterhubungan dari graf
G. Suatu vektor tak nol x disebut vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah
suatu kelipatan skalar dari x; yakni, Ax = Ax, untuk sebarang scalar 1. Skalar A
disebut nilai eigen (eigen value) dari A, dan x disebut sebagai vektor eigen dari A
yang bersesuaian dengan A. Untuk menentukan nilai eigen dari matriks A,
persamaan Ax = Ax ditulis kembali dalam bentuk (4 — AI)x = 0, dengan |
adalah matriks identitas berordo (1 x p). Persamaan ini akan mempunyai solusi
taknol jika dan hanya jika det(A — AI) = 0. Persamaan det(A — AI) = 0 akan
menghasilkan persamaan polinomial dalam variable A dan disebut persamaan
karakteristik dari matriks A. Skalar-skalar 2 yang memenuhi persamaan
karakteristik ini tidak lain adalah nilai—nilai eigen dari matriks A (Anton &
Rorres, 2004).

Misalkan A1, Ao, ..., An adalah nilai eigen berbeda dari A, dengan 41> 4> >
... > An, dan misalkan m(41), m(4), ..., m(4n) adalah banyaknya basis untuk ruang
vektor eigen masing-masing Ai, maka matriks berordo (2 x n) yang memuat A1, A2,

..., An pada baris pertama dan m(A1), m(41), ..., m(An) pada baris kedua disebut



spectrum graf G, dan dinotasikan dengan Spec(G) (Bigg, 1974). Jadi, spectrum
graf G dapat ditulis dengan

ﬂ'l 12 j’n

Spec(G){m(m (i) - m(4)

} (Yin, 2008)

Selain konsep matriks adjacency, masih terdapat konsep matriks lainnya
yang dapat diperoleh dari suatu graf. Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan
dengan D(G), adalah matriks diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i
adalah derajat dari vi, i = 1, 2, 3, ..., p. Jadi, matriks derajat dari graf G dapat
ditulis D(G) = [dij], 1 <1, j <p, dengan

. {deg(vi) ji= ]
"o NE
Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace (Mohar, 1992) dan matriks
L*(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless Laplace dari graf G (Brouwer &
Haemers, 2011).

Pada graf G, lintasan vi-v, adalah barisan titik-titik berbeda vi, vz, ..., Va
sedemikian hingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf kemudian
disebut terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik di G.
Misalkankan G adalah graf terhubung dengan order p. Matriks Detour dari G
adalah matriks DD(G) sedemikian hingga elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j
adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari vi ke v; di G

(Ayyaswamy & Balachandran, 2010).

G. Grup Dihedral

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri pada segi-n
beraturan dan dinotasikan dengan D2n, untuk setiap n bilangan bulat positif dan
n > 3. Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan Dn (Dummit
dan Foote, 1991:24-25). Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif,
maka perlu beberapa notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan
perhitungan selanjutnya dan membantu mengamati D2, sebagai grup abstrak,
yaitu:

(1) 1,r, r?, ..., r" semuanya berbeda dan |r"| = 1



) [s|=2,

(3) s = r'untuk semua i.

(4) sr' =sriuntuk semua 0<i, j<n-1dengan i= j.Jadi
D,, ={Lr,r*,...r"*s,sr,sr’,..sr"'}

yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r’

untuk k =0atau 1 dan 0<i<n-1.
(5) Sr=r"'s,
(6) sr' =r~'s, untuk semua 0 <i < n(Dummit dan Foote, 1991:26).

Sebagai contoh Ds adalah grup dihedral yang memuat semua simetri (rotasi dan
refleksi) pada bangun segitiga sehingga Ds = {1, , r?, s, sr, sr’}.

H. Subrup dan Subgrup Normal

Misalkan G grup dan H himpunan bagian di G. Jika H dengan operasi
biner yang sama dengan di G membentuk grup, maka H disebut subgrup dari G
dan dinotasikan dengan H < G (Dummit dan Foote, 1991:26). Unsur identitas di
subgrup H adalah unsur identitas di grup G. Dengan demikian, maka H subgrup G
jika dan hanya jika H = G, H # ¢, dan xy* € H untuk semua x, y € H.

Jika H < G dan berlaku ghg™ € H untuk semuah € Hdang € G, maka H
disebut subgrup normal dari G dan dinotasikan dengan H 2 G. Jika G grup
abelian maka semua subgrup di G adalah subgrup normal karena h = eh = gg*h =
ghg? e H untuk semua h € H dan g € G. Dengan notasi lain, H subgrup normal

di G jika dan hanya jika gHg™ = H atau gH = Hg, untuk semua g € G.

I. Graf Subgrup

Misalkan G grup dan H subgrup G. Misalkan ry(G) adalah graf berarah
(digraph) dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung
langsung ke y (atau ada busur dari x ke y) jika dan hanya jika x #y dan xy < H.
Jika xy € H dan yx € H untuk suatu x, y € G dengan x #y maka x dany
dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah. Dengan demikian, akan
diperoleh graf I'n(G) yang tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple
edge). Graf I'n(G) ini disebut graf subgrup dari G (Anderson, dkk., 2012)
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Kakeri dan Erfanian (2015) menjelaskan bahwa graf subgrup I'n(G) jelas
eksistensinya ketika H adalah subgrup normal dari G. Jika xy € H maka belum
tentu yx e H. Jika H subgrup normal di G, maka xy e H berakibat yx = x(xy)x e
H. Dengan demikian, ketika H subgrup normal maka komplemen dari graf

subgrup I'n(G) akan berbentuk graf (graph), bukan graf berarah (digraph).



BAB I11
METODE PENELITIAN

A. Jenis Penelitian

Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research). Penelitian
dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf, aljabar linier,
dan aljabar abstrak. Kajian pada buku teori graf dan jurnal terkait penelitian
dikhusukan pada kajian mengenai graf dan spectrum suatu graf. Kajian pada
buku-buku aljabar linear berkaitan dengan topik matriks, khususnya tentang
penentuan nilai eigen dan vector eigen suatu matriks. Kajian pada buku aljabar
abstrak berkaitan dengan topik grup dan subgrup normal.

B. Tahap Penelitian
Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Pola pembahasannya

dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju pada suatu generalisasi yang

bersifat deduktif. Secara garis besar langkah penelitian ini sebagai berikut.

1. Menentukan semua subgrup normal pada suatu grup D2n untuk beberapa kasus
n, missal untuk n = 3, 4, 5, 6.

2. Menggambar graf subgrup dan komplemennya kemudian menyatakan ke
dalam bentuk matriks (Adjacency, Laplace, Signless Laplace, atau Detour).

3. Menentukan nilai eigen dan vector eigen matriks graf subgrup dan
komplemennya untuk memperoleh nilai eigen serta spektrumnya.

4. Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk masing-
masing kasus.

5. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema.

6. Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara deduktif.

7. Menulis laporan penelitian.
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BAB IV
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

A. Spektrum Graf Subgrup I, (D,,) dan Komplemen Graf Subgrup
[(ry(D2y) dari Grup Dihedral

Grup dihedral D¢ = {1, 7,12, s, s, sr2} dengan operasi fungsi komposisi
dapat dinyatakan dalam tabel Cayley berikut.
Tabel 4.1. Tabel Cayley Grup Dihedral Ds

° 1 | r | 12| s | sr |sr?

1 r | r? | s | sr |sr®
r r | r? | 1 |sr?| s | sr
r2 | r?2 | 1 r | sr |sr?| s
S s | sr|sr?| 1 ro| r?
st | sr|sr?| s | r? | 1 r
sr?|sr?| s | sr| r || 1

Dengan mengambil subgrup normal (r) = {1, r, r?}, maka sesuai definisi graf
subgrup diperolah graf subgrup (r) pada grup dihedral Ds sebagai berikut

r? sr?

1 r S sr

Gambar 4.1 Graf Subgrup I}, (Ds)
Maka diperoleh matriks adjacency dari I';-y(Ds) sebagai berikut
[0 1 10 0 O]

[1 0 10 0 Of
111 00 o ol
A(F<r>(D6))—|0 000 1 1
lo o 01 o 1JI
0 001 1 0
dan matriks derajat dari I';-y(Ds) sebagai berikut
2 0 00 0 0
[0 2 00 0 Of
_lo o 20 0o ol
D(Ty®) =10 o 62 o o
0 00 2

)
0 0 00 0 2
Sehingga diperoleh matriks Laplace dari I'.y(D,) sebagai berikut
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[
|
L (T (09)) =D (T (09) = 4 (T (D) = i
|

dan matriks signless Lapclace dari I';-y(Ds) sebagai berikut

1 (0 (09) = D (T (09)) + A (I (09)) =&

lo

Menggunakan bantuan program Matlab untuk melakukan eliminasi Gauss pada

matriks A (Fm (D6)), L (Fm(Ds)), dan L* (F(r>(D6)) maka diperoleh spektrum

ketiga matriks tersebut sebagai berikut.

Spec(A (F(r>(D6))) = [; _41]

Spec(L (Fm(Da))): 43} (2)]
Spec(L* (Fm(Da))): LZL ﬂ

Berdasarkan graf subgrup I,y (D) pada Gambar 4.1 maka diperoleh

OO N =

0

O ON = =

0

_NO O O

1

NFR,RO OO

1

13

komplemen graf subgrup I, (De) adalah graf bipartisi komplit dengan himpunan

partisi V1 = {1, r, r’} dan V. = {s, sr, sr’}. Maka diperoleh matriks adjacency dari

Iy (De) sebagai berikut
[0
|0
==y _ |
A(F(T)(D6) ) = |(1)
1
1 1 1

dan matriks derajat dari I';,-y(Ds) sebagai berikut
[3 0 0

__0O0 O O
__0O0 O O
=Mool N
S OO R P

o
N\
1
2
N\
o
(o)}
g
—r
I
o
cocow
cocowo
owo oo
woo oo

0 0 0 0

Sehingga diperoleh matriks Laplace dari I';,y(Ds) sebagai berikut
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-1 -1 -1
-1 -1 -1
-1 -1 -1}
13 0 ol
10 3 o
1 -1 -10 o 3l

dan matriks signless Lapclace dari I';-y(Ds) sebagai berikut

oS W o

3
0
L(TyDe) ) = D(Ty(De) ) — ATy ey ) = |2

——
_RPWw oo

1
-1 -

[3 0 01 1 1]

0 3 01 1 1

| I

1 (1 (09)) =D (T (09) + 4 (T 00) =[0 0 3 1 1 (1)|-
1 10 3

b 3
1 1 10 0 3
Karena I, (Dg) adalah matriks Hamilton, maka jarak terjauh antara dua titik

berbeda di I';-y(Dg) adalah 5. Sehingga diperoleh matriks detour dari I,y (D)

adalah
0 555 5 5
5 055 5 5
—F 55 05 5 5
DD(F(r)(D6) ) “ls 5 50 5 5
5 555 0 5
5 5 55 5 0

Menggunakan bantuan program Matlab untuk melakukan eliminasi Gauss
pada matriks A(Ty(De) ), L(Tiry(De) ), L* (Tiy(De) ), dan DD(T;y(De)) maka
diperoleh spektrum keempat matriks tersebut sebagai berikut.

Specta(Tr@ = [> ¢ 7]

Spec(L (T Do) = [ 3 9]

Spec(L* (T;y(De))) = ? i 2]

Spec(DD (T D)) = [%° 7]
Uraian di atas adalah contoh spektrum pada graf subgrup I'.y(D5,,) dan
komplemen graf subgrup m Adapun secara umum, spektrum graf
subgroup Ty (D,y,) dan komplemen graf subgrup m dinyatakan dalam

teorema-teorema berikut.
Teorema 1

Spektrum adjacency graf subgrup I,y (D, ) adalah
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spec (A (l“(r>(D2n))> = [n ; 1 2n_—1 2].
Bukti
Untuk grup dihedral D2n dengan n bilangan asli dan n > 2, maka graf
subgroup I,y (D) adalah graf tidak terhubung dengan dua komponen yang
masing-masing berbentuk graf komplit K,. Salah satu komponen memuat
himpunan titik {1, r, r?, ..., r"*} dan komponen lainnya memuat himpunan

titik {s, sr, sr?, ..., sr"'}. Sehingga diperoleh

Q O
Dengan Q = [q;j] adalah matriks berordo (nxn) yang gij = 1 untuk i = j dan gj
= 0 untuk lainnya. Sedangkan O adalah matriks berordo (nxn) yang semua

unsurnya 0.
Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks A (F<r>(D2n)) — Al diperoleh
persamaan karakteristik

p() = (A— (n—1D)’ A+ 1)
Dengan demikian maka diperoleh spektrum adjacency graf subgrup
[(ry(D2y) adalah

spec (A (F(r>(D2n))> = n; 1 Zn_i 2]. .

Teorema 2

Spektrum Laplace graf subgrup I',y(D,,) adalah

spec (L (F(r>(D2n))> = [721 2n0— 2].

Bukti
Untuk grup dihedral D2, dengan n bilangan asli dan n > 2, maka graf
subgroup I, (D,,,) adalah graf tidak terhubung dengan dua komponen yang
masing-masing berbentuk graf komplit K,. Dengan demikian, maka derajat
semua titik di I, (D,,,) adalah (n — 1). Jadi, matriks derajat dari I';-(D,y,)

adalah D (l}r)(DZn)) = (n — 1)I, dengan | adalah matriks identitas berordo

(2nx2n). Maka diperoleh matriks Laplace dari I}, (D,,) adalah

L (F(r)(DZn)) =D (F(r)(DZn)) —A (F(r)(DZn)) = [g 103
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Dengan R = [rj]] adalah matriks berordo (nxn) yang rij = -1 untuk i = j dan rj;
= n —1 untuk lainnya. Sedangkan O adalah matriks berordo (nxn) yang
semua unsurnya 0.
Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks L (F(r)(DZn)) — Al diperoleh
persamaan karakteristik

p(2) = (4 —n)22n2
Dengan demikian maka diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I,y (Dzy,)

adalah

spec (L (F(r>(D2n))> = [721 2n0— 2] . e

Teorema 3

Spektrum signless Laplace graf subgrup I, (D5, ) adalah

spec <L+ (F(r>(D2n)))= [2n2—2 27;1_—22]'

Bukti
Dari bukti Teorema 2, diperoleh matriks signless Laplace dari I,y (D)

adalah
S 0
L (T (D2n)) = D Ty (D)) + A (T @2) =[5 5] =
Dengan S = [s;j] adalah matriks berordo (nxn) yang sij; = 1 untuk i # j dan s;j

= n — 1 untuk lainnya. Sedangkan O adalah matriks berordo (nxn) yang

semua unsurnya 0.
Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks L* (F(r)(DZn)) — Al diperoleh

persamaan karakteristik

p(D) =@A—-(2n-2))°A-(n-2))"?
Dengan demikian maka diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup
[y (D2y) adalah

" _[2n—2 n-2
spec (L (F(r)(DZn)» = [ 5 o — 2] . ¢
Karena graf subgroup I, (D,,,) adalah graf tak terhubung, maka spektrum
detour I, (D,y,) tidak dapat ditentukan. Berikut ini adalah spektrum-spektru pada

komplemen graf subgroup Iy (Dzy,).
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Teorema 4
Spektrum adjacency komplemen graf subgrup I,y (D,,,) adalah

spec (A(I‘(r)(DZn)))= Tll 2n0—2 —171]

Bukti
Sesuai bukti Teorema 1, maka komplemen graf subgrup Ty (D) adalah
graf bipartisi komplit dengan himpunan partisi V1 = {1, r, r?, ..., "} dan V;
={s, sr, sr?, ..., sr"1}. Sehingga diperoleh
AT @) = [7 )
Dengan T = [tjj] adalah matriks berordo (nxn) yang yang semua unsurnya 1.
Sedangkan O adalah matriks berordo (nxn) yang semua unsurnya 0.
Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks A(T,y(D2,)) — Al diperoleh
persamaan karakteristik
p(D) = (A —n)A*""2(A +n)
Dengan demikian maka diperoleh spektrum adjacency komplemen graf

subgrup Iy (Dy,,) adalah

spec (A(m)) = [711 2n0— ) —1n] .
Teorema 5

Spektrum Laplace komplemen graf subgrup I,y (D,,) adalah

spec (L(m)) = [21n Znn— ) (ﬂ
Bukti
Mengacu pada bukti Teorema 4, maka derajat semua titik di m
adalah n. Jadi, matriks derajat dari T,,(D,,) adalah D( T;;,(D2,)) = nl,
dengan | adalah matriks identitas berordo (2nx2n). Maka diperoleh matriks

Laplace dari I}, (D,,) adalah

L( F(r)(DZn)) = D( F(T)(DZTL)) - A( F(T”>(D2n)) = _ST _ST]

Dengan S = [sjj] adalah matriks berordo (nxn) yang sij = 0 untuk i  j dan s;;
= n untuk lainnya. Sedangkan T adalah matriks berordo (nxn) yang semua

unsurnya -1.
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Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks L(m) — Al diperoleh
persamaan karakteristik

p(D) = (A -2n)A—-n)?*""22
Dengan demikian maka diperoleh spektrum Laplace komplemen graf

subgrup I,y (Dy,,) adalah

spec (L(m)) = [Zln Znn— 5 (ﬂ .

Teorema 6

Spektrum signless Laplace komplemen graf subgrup I,y (D, ) adalah

spec (LT @) = [ 5,7, 3
Bukti
Karena komplemen graf subgroup I, (D,,) adalah graf bipartisi komplit,
maka spektrum signless Laplace komplemen graf subgroup W sama
dengan spektrum Laplace komplemen graf subgroup [,y (D). Jadi

diperoleh

spec (LT @) = [T 5,0, 1)
Teorema 7

Spektrum detour komplemen graf subgrup I,y (D5, ) adalah

Spec (DD(W)) = [(Zn N 1) —gznn_—11)

Bukti
Karena komplemen graf subgroup m adalah graf bipartisi komplit
dengan n titik pada masing-masing partisi, maka m adalah graf
Hamilton. Dengan demikian maka lintasan terpanjang antara dua titik
berbeda mempunyai panjang 2n — 1. Maka matriks detour komplemen graf
subgroup Ty (D,,) adalah
DD(W) = [DDij]

Dengan DDjj = 2n — 1 untuk i # j dan DD;j = 0 untuk lainnya.
Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks DD(W) — Al diperoleh
persamaan karakteristik

p(A)=Q1-02n—-1)HA+ (2n—-1))>" 1,
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Dengan demikian maka diperoleh spektrum detour komplemen graf subgrup
F(T) (DZH) adalah

spec (DD(W)) _ [(an n?2 -2n-1],

2n—1
B. Spektrum Graf Subgrup I,2,(D,,) dan Komplemen Graf Subgrup

[(r2y(D5y) dari Grup Dihedral

Grup dihedral Dg dapat disajikan dengan tabel Cayley berikut
menggunakan operasi komposisi.

Tabel 4.2 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 r r? r3 s ST sr? | srd
1 1 r r? 3 S ST sr? | srd
r r r? r3 1 sr3 s sr sr?
r? r? r3 1 r sr? | sr3 s ST
r3 r3 1 r r? ST sr? | sr3 s
s s ST sr? | srd 1 r r? r3
ST ST sr? | srd s r3 1 r r?
sr? | sr? | srd s ST r? r3 1 r
sr3 | srd s sr sr? r r? r3 1

Dengan mengambil subgrup normal (r2?) = {1, r, r’}, maka sesuai definisi graf
subgrup diperolah graf subgrup I;,2,(Dg) pada grup dihedral Dg sebagai berikut

r r?

Sr

Sr e sr?
Gambar 4.2 Graf Subgrup T;2y(Dg)

Dari Gambar 4.2 dapat diperoleh matriks adjacency dari I';.2(Dg) sebagali
berikut.
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A(F(rz)(Ds)) =

cococokr oo
cocoorooo
coocoococo R
coococoRro
moocoocoo
cocoocococoo
corRroooOo
orRrocococoo

0 0 0 0 0 1 0 O
Selanjutnya menentukan persamaan karakteristik dari matriks A(T;,2,(Dg))

dengan cara berikut

det(A(T;2(Dg)) — AI) = 0
0 0 100000 400000 0 O
00010000 (0400000 0
100 0000UO0 00410000 0
4101000 00 0f [o0oo0 2000 off_,
00000 o010/ Jooooao0o0o0
000000 01 loooooax0o0
000071000 looo0oo0o00 210
oo o001 00 loooooo o Al
0—1 0 1 0 0 0 0 0 T
0 0-2 0 1 0 0 0 0
1 0 0-21 0 0 0 0 0
0 1 0 0-21 0 0 0 0
det|| g 0 0 0 0-1 0 1 o |79
0 0 0 0 0 0-21 0 1
0 0 0 0 1 0 0-21 0
L o 0 0 0 0 1 0 0—

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan karakteristik.
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software
Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut.

A0 1 0 0o 0 0
0 - 0 1 00 0 ]

00 -— 0 00 0 0

00 0 0 00 -—— 0

0 0 0 0 0 0 0o A=t

det(A(T,2(Dg)) — AI) merupakan hasil perkalian diagonal utama matriks

segitiga dan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.
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2-1\*
det(A(T2,(Dg)) — AI) = (—=2)* (— 7 >
Karena det(A(T,2,(Dg)) — AI) = 0 maka,

2-1\*
R

A+1D*Q-D*=0.
Jadi, persamaan karakteristik matriks adjacency graf subgroup I3, (Dg) adalah
p(H)=A+1D*QA-1D*=0.

Dengan demikian maka diperoleh spektrum adjacency graf subgrup I,2,(Dg)

Disederhanakan menjadi

adalah

spec (A(F(Tz>(D8))) = Lll _41]

Dari Gambar 4.2 dapat diperoleh matriks derajat dari I',2,(Dg) sebagai

berikut.
1 0 0 0 0 0 0 O
0 1.0 0 00 0O
0 01 00 0 0O
10 0 01 0 0 0 O
D(Te®De))=1g 6 9 0 1 0 0 o
0O 000 0 1 0O
0O 000 0 0 1 O0
0 0 0 0 0 0 0 1
Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I,.2,(Dg) sebagai berikut
1 0 -1 0 0 0 0 0]
0 1 0 -1 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 O
0 -1. 0 1 0 0 0 0
L(Te5 @) =D (T3 @0) =4 (Te®D) =1 0 3 0 o 1 o 4 o
0 0 0 0 0 1 0 -1
0 0 0 0 -1 0 1 0
Lo o0 0 0 0 -1 0 1
dan matriks signless Laplace dari I},2,(Dg) sebagai berikut
1 0 1 0 0 0 0 O
01010000
101000 00
L+(F<r2)(D8))=D(F<rz)(D8))+A(F<r2)(D8))=8 é 8 é 2 8 2 8
00000101
00001010
00000101
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Menggunakan eliminasi Gauss, maka diperoleh persamaan karakteristik untuk
L (I“H1 (Ds)) dan L* (F(rz)(DS)) masing-masing sebagai berikut
p(D)=@A-2)*2*=0
dan
p(D)=@A-2)"2*"=0
Maka diperoleh spektrum Laplace dan signless Laplace graf subgroup T';.2,(Dg)
masing-masing sebagai berikut
spec (L(T200)) =2 9]
dan
spec (L+ (F(Tz>(D8))) = i 2]
Spektrum Laplace dan signless Laplace graf subgroup I',2(Dg) sama karena
T2y (Dg) adalah graf bipartisi.
Secara umum, spektrum untuk graf subgroup T',.2y(Dg) adalah sebagai
berikut.
Teorema 8

Spektrum adjacency graf subgroup T,2,(D,,,) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah

n—2
spec (A(Ty2)(Dz0))) = [(T) - ]
4 2n-2)
Bukti:

Diketahui grup dihedral (D,,,) = {1,r,72, ..., ™1, 5,57, 572, .., st 1},
Untuk n bilangan genap dan n > 4 diperoleh bahwa subgrup (r2) dari grup
dihedral D,,, adalah (r?) = {1,772, ...,r"" 2}

Sehingga diperoleh A(T,,2)(D,,)) sebagai berikut
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1 0 0 1 00 0 0 0
r {0 0 0 100 0 0
2 11 0 0 00 0 0 0
m1lo 1 0 00 0 0 0
AT (Do) = s lo oo 00 0 1 0
sr 10 0 0 00 0 0 1
sr2 10 0 0 010 0 0
sr®™Lo 0 0 .. 0 0 1 0 .. O

Matriks A(I}; (D,,)) — Al dieliminasi Gauss menjadi matriks segitiga atas

dan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut

n 4
() = (-1 (1= (%52)) @+ 22,
2
Maka diperoleh spektrum adjacency graf subgroup I';.2y(D,,,) untuk n
bilangan asli genap dan n > 4 adalah
n-2
== -1
spec (A(F(Tz>(D2n))) = [( 2 ) l .
4  2(n-2)
Teorema 9

Spektrum Laplace graf subgroup I,z (D) untuk n bilangan asli genap dan
n > 4 adalah
n 0
spec (L(F(rz>(D2n))) = [ 2 ]
2(n—2) 4

Bukti:
Pada I;2y(Dy,), semua titik berderajat nT_Z Diperoleh matriks derajat pada

[;2(D2y) sebagai berikut

n—2
D(Ty2)(D2n)) = —5—1

dengan | adalah matriks identitas berordo 2nx2n. Maka matriks Laplace graf

subgrup I,2,(D,y,) adalah
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n—2
> 0 -1 0 0 0 0 0
n—2
0 > 0 0 0 0 0 0
n—2
-1 0 0 0 0 0 0
2
. . n; 2
0 -1 0 > 0 0 0 0
L(F(TZ)(DZn)) = n—2
0 0 0 0 > -1 0 0
n—2
0 0 0 0 0 > -1 -1
n—2

0 0 0 0 -1 0 0
2
) n - 2

0 0 0 0 0 -1 0 >

Menggunakan eliminasi Gauss pada L(T,2y(D,,)) — Al diperoleh

polinomial karakteristik

2(n-2)

n n
=12 (2-5) A
Jadi, spektrum Laplace subgroup I,z (D,) untuk n bilangan asli genap dan
n > 4 adalah
z 0
spec | L(T,2,(D = 2 . ¢
p ( ( (r2>( Zn))) IZ(n ~2) 4l
Teorema 10

Spektrum signless Laplace graf subgroup I',2y(D,,,) untuk n bilangan asli

genap dan n > 4 adalah

n—4
meem)-[72 (5
Bukti:
Karena matriks signless Laplace graf
L* (T2 (D2n)) = D(Tp2y(D2)) + A(T2 (D2n))

maka sesuai bukti Teorema 9, diperoleh
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n—2
> 0 1 0 0 0 0 0
n—2
0 > 0 0 0 0 0 0
n—2
1 0 0 0 0 0 0
2
. . n;2
0 1 0 > 0 0 0 0
L* (F(TZ)(DZn)) = n—-2
0 0 0 0 > 1 0 0
n—2
0 0 0 0 0 > 1 1
n—2

0 0 0 0 1 0 0
2
) n;Z

0 0 0 0 0 1 0 >

Menggunakan eliminasi Gauss pada L*(T(,2y(D,,)) — Al diperoleh

polinomial karakteristik

n A n—4 2(n-2)
() = (~1D2(2 - (- 2)) (A - (5 )
Jadi, spektrum signless Laplace graf subgroup I',2y(D,,,) untuk n bilangan
asli genap dan n > 4 adalah
-2 (%)
spec | LY (T;,2,(Dyy) =[ 2 ..
GUEED) 4 2n-2)

Teorema 11

Spektrum adjacency komplemen graf subgroup I;2y(D,,) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

i [(Zﬂ) : z]
spec (A(F(rz>(D2n))) = 2 2].
3

1 2(n—-12)
Bukti:

Pada I,z (D), titik yang tidak terhubung terhubung langsung di [},2,(Dy,)
akan terhubung langsung di I';-2(D,,,) dan sebaliknya. Maka diperoleh

matriks adjacency komplemen graf subgroup (I"H (DZn)) sebagai berikut



26

010 111 1 1
10 1 01 1 1 1
010 111 1 1
— |1 0 1 01 1 1 1
ATy (D2n) = 11 1 101 0 1
11 1 110 1 0
11 1 100 0 1
1 1 1 1010 .. 0

Menggunakan eliminasi Gauss pada L*(T(,2(D,,)) — Al diperoleh

polinomial karakteristik

p(1) = (A - (Zn; n)) 2072 (3 4 2)3

Maka diperoleh spektrum adjacency komplemen graf subgroup T2y (D5;,)

untuk n bilangan asli genap dan n > 4 adalah
2n+n n
— _— 0 -
spec | A(Ti-2y(Dyy) =l(2) 2].0
( (( y\2n )) L 2(n—2) 3
Teorema 12
Spektrum Laplace komplemen graf subgroup I';,-2(D,,,) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

spec (L(W)) _ [Zn (2n2+ n) 0].

3 2n—-2) 1

Bukti:
Karena pada Iz (D,,) semua titik berderajat nz;l maka pada [,z (D,y,)
semua titik berderajat 3771 Maka diperoleh matriks derajat dari [z (D,,)
adalah
D Ba) = 21,
dengan | adalah matriks identitas berordo 2nx2n. Maka diperoleh matriks

Laplace dari I',2y(D,,,) sebagai berikut
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r3n
> -1 0 -1 -1 -1 -1 -1
3n
-1 > -1 0O -1 -1 -1 -1
3n
0o -1 — -1 -1 -1 -1 -1
2
3.n
-1 0 -1 .. > -1 -1 -1 -1
L(Ty2y(D2n) ) = 3n
-1 -1 -1 -1 > -1 0 -1
3n
-1 -1 -1 -1 -1 > -1 0
3n
-1 -1 -1 .. -1 0 -1 — .. -1
2
3'n
-1 -1 -1 .. -1 -1 0 -1 >

Menggunakan eliminasi Gauss pada L (I,2(D,,) — Al diperoleh polinomial

karakteristik berikut

p(A) = (1 — 2n)3 (/1 _ (2n2+n))2(n—2) N

Spektrum Laplace komplemen graf subgroup I',-2(D,,,) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

wele)-[7 55, 1)+

Teorema 13
Spektrum signless Laplace komplemen graf subgroup Iy,2y(D,,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

2n—n ]

spec (L+(F(rz>(D2n))) = [Bn > n
1 2(n-2) 3
Bukti:

Dari bukti Teorema 12 diperoleh matriks signless Laplace dari I';-2(D,,,)

sebagai berikut



r3n
710 1 1 1 1 1
3n
171 o 1 1 1 1
3n
0o 1 — 1 1 1 1 1
2
3n
1 0 1 7111 1
L+(F(r2)(D2n)) = 3n
1 1 1 1710 1
3n
1 1 1 1171 0
3n
1 1 1 1 0 1 — 1
2
3n
111...1101...7

Menggunakan eliminasi Gauss pada L* (T;-2y(D,,) — Al diperoleh

polinomial karakteristik berikut

p(A) = (- 3n) (21— 2"2‘")2(n_2) (A —n)3.

Maka spektrum signless Laplace komplemen graf subgroup T2y (D5;,)

untuk n bilangan asli genap dan n > 4 adalah

- 3n 2n—-n n
spec | LY (T2, (D) =[ 2 l
(1 (o @z) 1 2(n-2) 3
Teorema 14

Spektrum detour komplemen graf subgrup I3,2,(D,,) adalah

spec (DD(F(rz>(D2n))) = [(Zn I 1)? _gznn_—ll)].

Bukti

Lintasan terpanjang antara dua titik berbeda pada Iz (D,,,) adalah 2n — 1

Maka matriks detour komplemen graf subgroup I',2(D,,) adalah
DD (Ty2)(D2p) ) = [DDy]
dengan DDjj = 2n — 1 untuk i # j dan DD;j = 0 untuk lainnya.

28

Menggunakan eliminasi Gauss pada matriks DD(F<rz>(D2n)) — Al diperoleh

persamaan karakteristik
p(D) =@A-2n—-1DHA+ (2n-1))*"
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Dengan demikian maka diperoleh spektrum detour komplemen graf subgrup

I'2(D,,,) adalah
——=\) _ [2n—-1)2 —(2n-1)
spec (DD(I‘<rz>(D2n))) = [ ) o1 ]
C. Spektrum Graf Subgrup I,z ,(D,,) dan Komplemen Graf Subgrup

T2, (Dsy,) dari Grup Dihedral
Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r2, s) adalah (12, s) =
{1,7%,s, 5%} dan himpunan titik graf subgrup T2 ;,(Dg) dari grup dihedral (Dg)

adalah v (I“H1 (DS)) ={1,7r,7%,73,s, sr,sr?, sr3}. Jika dua unsur di grup dihedral

Dg dioperasikan menggunakan operasi komposisi (°) maka diperoleh Tabel 4.3

berikut.
Tabel 4.3 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg
° 1 r r? r s sr sr? sr3
1 1 r r? r sr sr? sr3
T T r? 73 1 sr3 s sr sr?
r? r? r 1 r sr? sr3 s sr
r3 r3 1 r r? sr sr? sri s
s s sr sr? srd 1 r r? r3
ST sr sr? sr3 s r3 1 r r?
sr? sr? sr3 s sr r? r3 1 r
sr3 sri s sr sr? r r? 73 1

Berdasarkan Tabel 4.3 diperoleh graf subgroup I,z 5, (Dg) pada Gambar 4.3.

2
r r

sré

sr sr?

Gambar 4.3 Graf Subgrup I";,.2,(Dg)
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Dari Gambar 4.3 dapat diperoleh matriks adjacency dari I, ;,(Dg) sebagai berikut.

0 0 1 0 1 0 1 0
00010101
10001010
01000101

A(F<T2:S>(D8)>=10100010
0101000 1
1010100 0
01010100

Untuk menentukan persamaan karakteristik matriks A (1“<rz_s)(D8)) dilalukan

perhitungan berikut.
0

~
o

A
1 0 0

Matriks tersebut dapat direduksi menggunakan metode eliminasi Gaus yang

| OrRrOoORroRr o

N

|
det (A(Ty2,5(Dg)) = A1) = det |
I

oOrRrOoORror o |

A

terdapat pada software Maple 18, dan diperoleh hasil sebagai berikut

- 0 1 1] 1 1] 1 0
0 -a 1] 1 0 1 0 1
0 0 A —1 0 "‘j"l 0 A+ 0
) A )
0 0 0 A —1 0 hj—l 0 A+
) A )
0 0 0 0 A a2 0 :1+1 0
r—1 r—1
0 0 0 0 0 A —A—12 0 A+
A—1 =1
00 0 0 0 0 e 0
h— L
00 0 0 0 0 0 _—
h— L

Sehingga polinomial karakteristik matriks A (F(T2‘5>(D8)) diperoleh dari perkalian
unsur diagonal uatama matriks segitiga atas tersebut, yaitu
2—1\*( 2-1-2\*/ 22-21-3)\
— (N2 | — — e —
o= c(-5) (F55) (55
= -3)2(1+1)8.

Dengan demikian spektrum adjacency dari graf subgrup I’z ,(Dg) adalah

sebagai berikut
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3 -1
spec(A (F(rz‘s)(Dg))) = [2 6 ]
Selanjutnya, dari Gambar 4.3 dapat diperoleh matriks derajat dari graf

subgroup I, ;,(Dg) sebagai berikut

D (F(rz,s)(DB)) =

SO o WO o oo
SO WO oo oo
S WO o oo oo
WO oo oo oo

Coococococow
coocococowo
cococowo o
cocowo oo

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari graf subgroup I,z ¢, (Dg)

sebagai berikut

L (T2 (D)) = D (T2 (D)) — 4 (T2,5)(Ds))

[ 3 o -1 0 -1 0 -1 07
0 3 o -1 0 -1 0 -1
-1 0 3 0o -1 0 -1 O
0 -1 0 3 0 -1 0 -1
-1 0 -1 0 3 0o -1 ol
O -1 0 -1 O 3 0 -1
-1 0 -1 0 -1 O 3 0

-0 -1 0 -1 0 -1 O 3

Selanjutnya melakukan eliminasi Gauss pada matriks det (L (F(rz,s)(D8)) — Al )

untuk menentukan persamaan karakteristik L (F(rz'”(Dg)) dan diperoleh

2 —61+ 8>2 <_ 2 -5+ 4)2 <_ (—4 + A)A)Z

p(’D:G_’DZ(_ 3+4 A-2 A—1

= (A —4)%22,
Maka diperoleh spektrum Laplace dari graf subgrup I’z ,(Dg) sebagai berikut

spec = [2 (2)]

Kemudian matriks signless Laplace dari graf subgroup T, (Dg) dapat

ditentukan dengan menggunakan cara berikut

1* (T2 (D9) ) = D (Tyz (D8)) + A (T2 (D)
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3 0 1 0 1 0 1 0
0 3010101
10 3 01 010
101 0 3 01 0 1
1010 3 0 1 of
0101 0 3 01
101 01 0 3 0
‘0 1 01 0 1 0 3

Dengan cara sepertinya sebelumnya, diperoleh polinomial karakteristik dari
L+ (T2 (D) ) berikut
_ _ N2 _
P =3-1) ( —3+4 1—4 A-5
=A-6)2(1—2)°
sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup I,z ,(Dg) berikut

spec(L* (F(r2,5>(Ds))) = g 2]

Secara umum spektrum pada graf subgroup I,z ,(Dg) inanyatakan dalam

/12—6)l+8>2< /12—7/1+10>2< /12—8/1+12>2

beberapa teorema berikut.
Teorema 15

Spektrum adjacency graf subgroup T,z 5, (D,) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah

-1 -1
spec (A(F(rz,s>(D2n))) = [(n 2 : 2(n— 1]
Bukti:

Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh matriks adjacency dari graf

subgroup I,z 5,(D-;,) sebagai berikut

0 0 1 101 0
000 .. 010 1
100 .. 101 0
A<F<T2,S)(D2n)>= 10 1 00 1 0
010 ..000 1
101 .. 100 0
P P 1
o 10 .. 010 od

Polinomial karakteristik A (F(rz,s)(DZn)) diperoleh dari persamaan

det (A (I‘<Tz's>(D2n)) - M). Dengan eliminasi Gauss pada
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A (F<Tz’s)(D2n)) — Al diperoleh matriks segitiga atas. Maka

det (A ( <rz,s)(Dm)) — /11) tidak lain adalah perkalian semua unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial
karakteristik dari A (F<r2,s>(D2n)) adalah

P =(A-@m-D) A+ 2=~ (n-1) A+1)2D
Maka, Spektrum adjacency graf subgroup I,z ¢, (D5,) untuk n bilangan asli

genap dan n > 4 adalah

n-1) -1
spec (A(I‘(rz’”(DZn))) = [ ) 2(n — 1)]. .
Teorema 16
Spektrum Laplace graf subgroup T,z ¢, (D,,,) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah

n 0
spec (L(F(Tz,”(DZn))) = [Z(n — 1) 2].
Bukti:
Pada I,z 5y (D), semua titik berderajat n — 1. Diperoleh matriks derajat

pada I,z 5,(D,y,) sebagai berikut
D(Ty20 (D)) = (n — DI

dengan | adalah matriks identitas berordo 2nx2n. Maka matriks Laplace graf

subgrup I,z (D, ) adalah

n-1 0 -1 1 0 -1 0
0 n-1 0 0 -1 0 —1
-1 0 n-1 1 0 -1 0

LTen@m)=|l -1 0 -1 . n—=1 0 -1 .. 0
0o -1 0 0 n—-1 0 —1
-1 0 -1 1 0 n-1 0
0 -1 0 0 -1 0 n—1

Menggunakan eliminasi Gauss pada L(F(rz,”(DZn)) — Al diperoleh
polinomial karakteristik

p(2) = (A= m)2r-Dp2
Jadi, spektrum Laplace subgroup I,z ¢, (D,,) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah
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spec (L(r(rz,s)(DZTl))) = [z(nn— 1) (2) ¢

Teorema 17
Spektrum signless Laplace graf subgroup I,z g, (D5,) untuk n bilangan asli

genap dan n > 4 adalah

)=[2(n2—1) n—2

spec (L+(F(r2,s)(D2n)) 2n— 1))

Bukti:
Karena matriks signless Laplace graf subgroup ',z ¢, (D,,,) adalah
L* (F(rz,s)(DZn)> = D(F(rz,s)(DZn)) + A(F(rz,s)(DZn))
maka sesuai bukti Teorema 16, diperoleh

m—1 0 1 1 0 1 0
0 n-1 0 0 1 0 1
1 0 n-1 1 0 1 0
L (T (D) =| 1 0 1 .n—1 0 1 .0
0 1 0 0 n-1 0 .. 1
1 0 1 1 0 n—-1 .. 0
[ 0 1 0 0 1 0 .. n—1

Menggunakan eliminasi Gauss pada L+(F(rz‘s>(D2n)) — Al diperoleh
polinomial karakteristik
p)=1-02n-2)"A-m-2)

Jadi, spektrum signless Laplace graf subgroup I,z 5, (D,,) untuk n bilangan

2n-2

asli genap dan n > 4 adalah

spec (A(F(,J)(DZn))) = [2(712— v Zzln_—zl)]' ¢
Teorema 18

Spektrum adjacency komplemen graf subgroup I3,z 5y (Dy,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

S 2 0 -
spec (A(F(rz's)(Dzn))) = 1n 2(n—1) ln '

Bukti:
Sesuai definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh matriks adjacency

komplemen graf subgroup I},2 5, (D, ) sebagai berikut
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01 0 1 0 1 0 1
1 01 0 1 0 1 0
01 0 1 0 1 0 1
A(Tza®@ad)=lo 10 1 0 10 . 1
o1 0 1 01 0 .. 1
1 01 0 1 0 1 1 o

Polinomial ~ karakteristik ~ A(I},2,(D5,)) diperoleh dari persamaan
det(A(Iy25(Dyy)) — Al). Dengan eliminasi Gauss pada A(T,2,6,(D2n)) —
Al diperoleh matriks segitiga atas. Maka det(A ([, 5 (D)) — Al tidak lain
adalah perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas. Maka
polinomial karakteristik dari A(I,z (D,,)) adalah

p(A) = (A —2n)22=D (A + n)

Maka spektrum adjacency dari komplemen graf subrup I3, 5,(D,,,) adalah

specATrin @) = [T 201y 1

Teorema 19
Spektrum Laplace komplemen graf subgroup I,z (D) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

_ 2 0
spec (L(Hr2,5>(D2n))) = 1n 2(nn— 1) 1

Bukti:
Karena pada I,z ,(D,,,) semua titik berderajat (n — 1) maka pada
T(y2.6(D,,) semua titik berderajat n. Maka diperoleh matriks derajat dari
T(y2,6(D,y,) adalah
D(Fyoe B3) = i,
dengan | adalah matriks identitas berordo 2nx2n. Maka diperoleh matriks

Laplace dari I',2y(D,,,) sebagai berikut
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‘n 0 -1 1 0 -1 0
0 n 0 0 -1 0 1
1 0 =n 1 0 -1 0
L(Twg@z))=|-1 0 -1 .. n 0 -1 . 0
0 -1 0 0 n 0 —1
1 0 -1 1 0 n 0
Lo -1 0 .. 0 -1 0 .. nl

Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L(I,2 . (D,,)) adalah
p() = (A —-2n)(A—n)**"H2
Dengan demikian, maka spektrum Laplace dari L(Qrz_s)(DZn)) adalah

S 2 0
spec (L(F(rZ,s)(DZn))) = 171 2(nn— 1) 1f ¢

Teorema 20
Spektrum signless Laplace komplemen graf subgroup I,z 5,(D,,,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

- 2 0
spec (L+(F(r2,s>(D2n))) = 1n 2(nn— 1) 1)

Bukti:
Sesuai bukti Teorema 19, maka diperoleh matriks signless Laplace dari

T2y (Dsy,) sebagai berikut

m 0 1 ... 1 0 1 .. 07
On O .. 01 0 .. 1
1 0n .. 1 01 .. O
+ _ H . . M M M M
L (FWZ,S)(DZ,I))—}) (1> (1) .o 0 é (1)
n
1 01 .. 1 0 n .. O
L0 1 0 0O 1 0 .. nd

Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L*(I},z ¢ (D,,,)) adalah
p(D) = A —2n)(A—n)*"~12
Dengan demikian, maka spektrum signless Laplace dari L+(1"<rz,s)(D2n))

adalah

spee (B Ta @) =[5y o
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Teorema 21
Spektrum detour komplemen graf subgroup I';-2 ¢y (D,,,) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

S 2 0
spec (L+(F(r2,s)(D2n))) = 1n 2(nn— 1) 1f

Bukti:
Matriks detour komplemen graf subgroup I};2 5, (D,,) untuk n bilangan asli

genap dan n > 4 adalah

0 2n—-1 2n—-2 .. 2n—1 2n-2 2n-1 .. 2Z2n-—1j
2n—1 0 2n—-1 .. 2n—-2 2n—-1 2n-2 .. 2n-2
2n—2 2n-1 0 we 2n—=1 2n-2 2n—-1 .. 2n-1

DD (Qrz S>(D2n)): 2n—-2 2n—-1 2n—-2 .. 0 2n—2 2n—-1 ... 2n-—1
’ 2n—-1 2n—-2 2n—-1 .. 2n-2 0 2n—2 .. 2n-—-2
2n—2 2n—-1 2n—-2 .. 2n—-1 2n-2 0 v 2n—1

2n—-1 2n-2 2n—-1 .. 2n—2 2n—-1 2n-2 0

Polinomial  karakteristik DD(I;,24(D,,)) diperoleh dari persamaan
det(DD(I;;25/(D2y)) — AI).  Dengan  eliminasi ~ Gauss  pada
DD(I,25)(Dyy)) — Al diperoleh  matriks ~ segitiga  atas.  Maka
det(DD(Ii,24 (D)) — AI) tidak lain adalah perkalian semua unsur
diagonal utama matriks segitiga atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik

dari DD(I;,24 (D)) adalah

2(n-1)

p(A)=(A-@n?>-5n+2))(1+(2n-2))
Maka spektrum Detour dari DD (T2 5y(D,,) ) adalah

- 2 _ _ _ _ _
spec (DD (T D)) = |4 7pn 2 Jan= D ~Gn=2)]

(A4 (Bn-2))

D. Spektrum Graf Subgrup I, ,.5,(Dg) dan Komplemen Graf Subgrup
Ir2,5)(Dg) dari Grup Dihedral
Secara umum spektrum pada graf subgroup T,z ,.,(Dg) dinyatakan dalam

beberapa teorema berikut.
Teorema 22

Spektrum adjacency graf subgroup I’z .5, (D, ) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah
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spec (AT @) =[5 P 5t o)
Bukti:
Pada D,,, maka (r?,rs) = {1,72,...,v"2,sr,sr3, ..., sr" 1}, Sesuai definisi
graf subgrup, maka diperoleh matriks adjacency dari graf subgroup

Tr2 rsy(Doy) sebagai berikut

00 1 0010 1
00 0 1101 0
10 0 0010 1
010 ..0101 0
A<F<r2.rs>(D2”)>= 010 1001 0
101 0000 1
010 1100 0
101 ..0010 . o

Polinomial karakteristik A (F(szs)(DZn)) diperoleh dari persamaan
det (A (l}rz,m)(DZn)) - AI). Dengan eliminasi Gauss pada

A (F(rz,rs)(DZn)) — AI diperoleh matriks segitiga atas. Maka

det (A ( (rz,rs)(DZn)) — AI) tidak lain adalah perkalian semua unsur

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari A (l“(rzm(DZn)) adalah
pD=A-m-1D)A+1D22=1-n—-1))"A+1)20D

Maka, Spektrum adjacency graf subgroup T,z 5,(Ds,) untuk n bilangan asli

genap dan n > 4 adalah

spec (A(F(r2>(D2n))) = [(n ; Y Z(n_i 1)]' ¢
Teorema 23

Spektrum Laplace graf subgroup I,z ,.,(D,y,) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah

spec (L(F(rz,rs)(Dzn))) = [z(nn— 1) (2)]

Bukti:
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Pada I',2 .y (D2y), semua titik berderajat n — 1. Diperoleh matriks derajat

pada [,z .5y (D2, ) sebagai berikut
D(Ty25y(Dan)) = (n — DI

dengan | adalah matriks identitas berordo 2nx2n. Maka matriks Laplace graf

subgrup T2 5, (D,y,) adalah

m—-1 0 -1 0 0 -1 0 ~1 7
0 n—-1 0 -1 -1 0 -1 0
-1 0 n-1 0 0 -1 0 -1
0 -1 0 n-1 -1 0 -1 0

L(Ty2,6(Dzn)) = 0 1 0 -1 n-1 0 -1 0
-1 0 -1 0 0 n—1 0 -1
0 -1 0 -1 -1 0 n-1 0
-1 0 -1 0 0 -1 0 n—1

Menggunakan eliminasi Gauss pada L(T2 ¢ (D;,)) — Al diperoleh
polinomial karakteristik

p(2) = (A —n)*n-Dp2
Jadi, spektrum Laplace subgroup T,z .5, (D) untuk n bilangan asli genap

dan n > 4 adalah

spec (L(F(rz,”(DZn))) = [Z(nn— 1) (2) .

Teorema 24
Spektrum signless Laplace graf subgroup I,z ., (D,,,) untuk n bilangan asli
genap dan n > 4 adalah

spec (L+(F(r2,rs>(D2n))) = [Z(nz_ 1) n-—2

2(n—1)I
Bukti:
Karena matriks signless Laplace graf subgroup I,z 5, (D) adalah
L* (F(rz,rS)(DZn)) = D(F(rz,rs)(DZn)) + A(F(rz,rs)(DZn))
maka sesuai bukti Teorema 23, diperoleh

nm—1 0 1 .. 0 0 1 R

0 n—-1 0 1 1 0 1 0

1 0 n-1 0 0 1 0 1

0 1 0 n-1 1 0 1 0
L* (T2rsy (D2) = 0 1 0 1 n—-1 0 1 0

1 0 1 0 0 n-1 0 1

0 1 0 1 1 0 n-1 0

1 0 1 0 0 1 0 n—1
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Menggunakan eliminasi Gauss pada L* (T2, (D2,)) — Al diperoleh
polinomial karakteristik
2
p(M)=(1-@2n-2))(1-(n-2))

Jadi, spektrum signless Laplace graf subgroup I’z ,.,(D2;,) untuk n

2n—-2

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

)=[2(n2—1) n—2

2n-1)] ¢

spec (A(I‘(rz,m)(DZn))

Teorema 25
Spektrum adjacency komplemen graf subgroup I3,z . (D,y,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

S 2 0 -
spec (A(F(rZ,rs>(D2n))) = 1n 2(n—1) 1n '

Bukti:
Sesuai definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh matriks adjacency

komplemen graf subgroup I,z ., (D) sebagai berikut

0 1 0 .. 11 0 1
1 01 .. 0010 1
010 .. 1101 0
== |1 0 1 0010 1
A(r<r2’r5)(D2n))— 1 0 1 0 01O 1
010 1 101 0
1 0 1 0 010 1
010 .. 1101 0.

Polinomial Kkarakteristik ~A(I},z,s)(D5,,)) diperoleh dari persamaan
det(A(l;y2,5y(D3)) —AI).  Dengan  eliminasi ~ Gauss  pada
A(Fiy2rsy(Dyn)) — Al diperolen  matriks  segitiga  atas.  Maka
det(A(ly2,r5)(Day)) — Al ) tidak lain adalah perkalian semua unsur diagonal
utama matriks segitiga atas. Maka polinomial karakteristik dari
A(Tr2.r5y(Dyy)) adalah
p(D)=A-—21"2A+n)= A -2V +n)
Maka spektrum adjacency dari komplemen graf subrup I,z .5, (D,,,) adalah

pecATm®a) =[} 201 1
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Teorema 26
Spektrum Laplace komplemen graf subgroup T2 -y (D, ) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

_ 2 0
spec(L(F(rZ,rs)(DZn))) = 1n Z(nn— 1) 1)

Bukti:
Karena pada I,z ,.,(D,,) semua titik berderajat (n — 1) maka pada
Tr25)(D2n) semua titik berderajat n. Maka diperoleh matriks derajat dari
Tr25)(D2n) adalah
D(Fyzr D)) =l
dengan | adalah matriks identitas berordo 2nx2n. Maka diperoleh matriks

Laplace dari I,2y(D,,,) sebagai berikut

‘n -1 0 .. -1 -1 0 -1 .. 0-
1 n -1 . 0 0 -1 0 . -1
0 -1 n .. -1 -1 0 -1 .. 0
~——_|-1 0 -1 . n 0 -1 0 .. -1
LTzg®@)=127 9 21 7 0 n -1 0 o -1
0 -1 0 .. -1 -1 n -1 .. 0
-1 0 -1 .. 0 0 -1 n . -1
0 -1 0 .. -1 -1 0 -1 .. nl

Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L(I;,2,5) (D,,)) adalah
p(D) = A —2n)(A—n)*"~12
Dengan demikian, maka spektrum Laplace dari L(I}rz,rs)(DZn)) adalah

spec (L([Zrz,rs)(DZn))) = 21n Z(nn_ 1) 2] 14

Teorema 27
Spektrum signless Laplace komplemen graf subgroup I’z -y (D5, ) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

- 2 0
Spec(L+(Qr2,rs)(D2n))) = 171 2(nn— 1) 1f

Bukti:
Sesuai bukti Teorema 26, maka diperoleh matriks signless Laplace dari

I'2y(D,,) sebagai berikut
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m 1 0 11 0 1 0

1 n 1 00 1 0 1

0 1 n 11 0 1 0

— |1 0 1 no 1 0 1
L+(F <r2,rs>(D2n))= 1 0 1 0n 1 0 1
0 1 0 11 n 1 0

1 0 1 0 0 s1 n 1

0 1 0 11 0 1 nl

Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L*(I;,2,.5 (D,,,)) adalah
p() = (A —-2n)(A—n)*»"H2
Dengan demikian, maka spektrum signless Laplace dari L*(I,2 5 (D2n))

adalah

S 2 0
spec(L+(Hr2,rs>(D2n))) = 1n 2(nn— n 1)*

Teorema 28
Spektrum detour komplemen graf subgroup I,z 5y (D2,) untuk n bilangan

asli genap dan n > 4 adalah

—_— 2n n 0
spec (L+(F(TZ,TS)(DZTL))) = [ 1 Z(n _ 1) 1l
Bukti:
Matriks detour komplemen graf subgroup T2 (D) untuk n bilangan asli

genap dan n > 4 adalah

0 2n—1 2n—-2 .. 2n—1 2n—-1 2n—-2 .. 2n—2]
2n—1 0 2n—1 ... 2n—-2 2n—-2 2n—-1 .. 2n—-1
2n—2 2n-—1 0 w 2n—1 2n—-1 2n—-2 .. 2n—-2

pD(F o g @m)=[2n~-1 2n=2 2n—1 .. 0 2n-2 2n—1 .. 2n-1
’ 2n—1 2n—-2 2n—-1 .. 2n-2 0 2n—1 ... 2n-1
2n—2 2n—-1 2n-2 .. 2n—-1 2n-1 0 w 2n—2

l2n—2 2n—-1 2n-2 2n—1 2n—-1 2n—-2 .. 0O

Polinomial  Kkarakteristik DD(I},2,5,(D,,)) diperoleh dari  persamaan
det(DD(I(;2,5(Dyy)) —AI).  Dengan  eliminasi  Gauss  pada
DD(I;y2,,5(Dy)) — Al diperoleh  matriks  segitiga  atas.  Maka
det(DD(I(y2,5(Dyy)) — AI) tidak lain adalah perkalian semua unsur
diagonal utama matriks segitiga atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik

dari DD(I}y2 5 (D2y,) ) adalah
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2(n-1)

p(AD)=(A—-@n?-5n+2))(1+(2n—2))
Maka spektrum Detour dari DD(I,2,.5)(D,,,)) adalah

) _ [(4n2 _15n +2) —22(5171_—1? —(3711— 2)].‘

(A+ Bn-12))

spec (DD (Fr2r5)(Dan))



BAB V
PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa pola umum
spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan detour dari graf subgroup dan
komplemen graf subgroup dari grup dihedral. Berikut ini merupakan beberapa
temua terkait spektrum graf subgroup dan komplemen graf subgroup dari grup

dihedral D,,,.

1. Spektrum adjacency, Laplace, dan signless Laplace dapat ditentukan pada graf
subgroup dari grup dihedral untuk subgroup normal (r), (r?), (r2,s), dan
(r?,rs). Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf yang diperoleh
adalah graf tidak terhubung.

2. Beberapa spektrum pada graf subgroup I,z ¢, (D,y,) dan I,z ., (D,y,) serta

komplemen graf subgrup T2 y(D5,,) dan T2 ., (D,,,) mempunyai nilai yang
sama. Hal ini berarti bahwa kedua graf yang mempunyai spektrum yang sama
tersebut adalah graf yang ko-spektral.

3. Ketika graf subgroup atau komplemen graf subgroup berbentuk graf bipartisi

maka spektrum Laplace dan spektrum signless Laplace bernilai sama.

B. Saran

Pada penelitian ini hanya diteliti graf subgroup dan komplemen graf
subgroup dari grup dihedral untuk subgroup normal (r), (r?), (r2,s), dan (r2,rs)
dari grup dihedral D,,,. Pada graf subgroup untuk subgroup normal (r2), (r?, s),
dan (r2, rs) hanya diteliti untuk n bilangan asli genap dan n > 4. Dengan demikian
maka pada penelitian lanjutan dapat meneliti spektrum untuk graf subgroup dan
komplemen graf subgroup pada subgroup normal (r2), (r2, s), dan (r?, rs) untuk
n bilangan asli ganjil dan n > 3. Penelitian lebih lanjut dapat dilakukan pada graf

lainnya yang diperoleh dari suatu grup.
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Anderson dkk (2012)

Misalkan G grup dan H subgrup G. Misalkan I',,(G) adalah
graf berarah (digraph) dengan himpunan titik semua unsur
di G dan titik x terhubung langsung ke y (atau ada busur dari
X ke y) jika dan hanya jika x #y dan xy € H.

Jika xy € H dan yx € H untuk suatu x, y € G dengan X #y
maka x dan y dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak
berarah. Dengan demikian, akan diperoleh graf I',,(G) yang
tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple
edge). Graf I',(G) Ini disebut graf subgrup dari G.




Kakeri dan Erfanian (2015)

Graf subgrup I'(G) jelas eksistensinya ketika H adalah
subgrup normal dari G. Jika xy € H maka belum tentu
yx € H. Jika H subgrup normal di G, maka xy € H
berakibat yx = x*(xy)x € H.

Dengan demikian, ketika H subgrup normal maka
komplemen dari graf subgrup I',,(G) juga berbentuk
graf (graph), bukan graf berarah (digraph).




Bondy & Murthy (2008)

Misalkan G graf dengan V(G) = {v,, vy, ..., V. }.
Matriks keterhubungan titik (Adjacency matrix) dari
graf G, dinotasikan dengan A(G) = [g;], adalah matriks

(p x p) dengan a;; = 1 jika titik v; terhubung langsung
dengan titik v; dan a;; = 0 untuk lainnya.




Matriks Laplace dan Signless Laplace

Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan dengan
D(G), adalah matriks diagonal yang elemen baris ke-i
dan kolom ke-i adalah derajat dari v, 1=1, 2, 3, ..., p.

Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace
(Mohar, 1992) dan matriks L*(G) = D(G) + A(G)
disebut matriks signless Laplace dari graf G (Brouwer
& Haemers, 2011).




Ayyaswamy & Balachandran (2010)

Matriks detour dari G, dinotasikan dengan DD(G)
adalah matriks (pxp) sedemikian hingga unsur pada
baris ke-i dan kolom ke-j adalah bilangan yang
menyatakan panjang lintasan terpanjang dari v; ke v;
di G.




Bigg (1974) dan Yin (2008)

Misalkan A,, A,, ..., A, dengan 4,> A, > ... > A adalah
nilai eigen berbeda suatu matriks, dan misalkan m(4,),
m(4,), ..., m(A4,) adalah banyaknya basis untuk ruang
vektor eigen masing-masing A..

Matriks berordo (2xn) yang memuat 4, 4,, ..., 4, pada
baris pertama dan m(4,), m(4,), ..., m(A4,) pada baris
kedua disebut spektrum graf G, dan dinotasikan dengan
Spec(G)




Fokus Penelitian

Pada penelitian ini akan ditentukan
1. Spektrum Adjacency
2. Spektrum Laplace

3. Spektrum Signless Laplace

4. Spektrum Detour

dari graf subgrup dan komplemen graf subgroup dari
grup dihedral




Hasil Penelitian

Teorema 1

Spektrum adjacency graf subgrup I,y (D,,,) adalah

spec (A (F(r>(D2n))) = [n ; 1 Zn_i 5

Teorema 2

Spektrum Laplace graf subgrup I';y(D,,) adalah

spec (L (F(r)(DZn))) ~ 2 op— 2]




Hasil Penelitian

Teorema 3

Spektrum signless Laplace graf subgrup Iy (D,,,) adalah

spec (L+ (F(r)(DZn))) = [2n2— 2 27:1__22 .

Teorema 4
Spektrum adjacency komplemen graf subgrup I,y (Dy;,)

adalah

spec (A(F<r>(D2n))) = 711 ZnO—Z —1n]




Hasil Penelitian

Teorema 5

Spektrum Laplace komplemen graf subgrup Iy (D)

adalah

_ [2n n 0
1

spec (L(F<r)(D2n))) o — o 1l

Teorema 6

Spektrum signless Laplace komplemen graf subgrup

F(r) (D1) adalah
spec (L(I‘m (DZn)))

=[2n n 0
1 2n-—-2 11°




Hasil Penelitian

Teorema 7

Spektrum detour komplemen graf subgrup I7;,y (D, ) adalah
—1)2 — _
spec (DD(F<T)(D2n))) — [(Zn ) 1) (2n—1)

2n—1

Teorema 8
Spektrum adjacency graf subgroup I},2y(D,5,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

'<n — 2) 4
spec (A(F<,.z)(D2n))) = 2 :
4 2(n — 2)]




Hasil Penelitian

Teorema 9
Spektrum Laplace graf subgroup I',.zy(D,5,) untuk n bilangan asli genap
e 0
dan n > 4 adalah spec (L(F<,,z)(D2n))) = [2(112— 2 4]
Teorema 10
Spektrum signless Laplace graf subgroup I7,.2y(D5;,) untuk n bilangan asli

w2 (%)

2

4 2(n — 2)]

genap dan n > 4 adalah spec (L+(F<,,z>(D2n))) = [




Hasil Penelitian

Teorema 11

Spektrum adjacency komplemen graf subgroup I3;-2y(D,;,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah
2n+n

spec (A(F(rz)(DZn))) = [( i ) ’ Z]

2(h—2) 3

Teorema 12

Spektrum Laplace komplemen graf subgroup I;-2y(Dy,,) untuk n

bilangan asli genap dan n > 4 adalah

) (Zn + n) 0
spec (L(F<rz>(D2n))) = l " 2 ]
1

3 2(n-—-2)




Hasil Penelitian

Teorema 13

Spektrum signless Laplace komplemen graf subgroup I;-2y(Dy;,) untuk

n bilangan asli genap dan n > 4 adalah

3 2n—n
spec (L+(F<r2)(D2n))) = l n 2 n]_

1 2(n—-2) 3

Teorema 14

Spektrum detour komplemen graf subgrup I;-2y(D,,,) adalah

spec (DD(F<r2)(DZn))) - [(Zn I 1)? _gin_—ll)
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Detour Spectrum and Energy of Conjugate Graph
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Study of graph from a group has become an interesting topic until now. One of the topics is spectra of a graph from finite
group. Spectrum of a finite graph is defined as collection of all distinct eigenvalues and their algebraic multiplicity of its matrix.
The most related topic in the study of spectrum of finite graph is energy. Energy of a finite graph is defined as sum of absolute
value of all its eigenvalues. In this paper, we study the spectrum and energy of detour matrix of conjugate graph complement
of dihedral group. The main result is presented as theorems with complete proof.

Keywords: Spectrum, Energy, Complement Graph, Conjugate Graph, Dihedral Group.

1. INTRODUCTION

Several graphs from some group have been studied by
researchers, such as Cayley graph®?, Schreier coset graph®,
identity graph*, commuting®® and non-commuting graph”
® subgroup graph'®, power graph?, inverse graph**'*and
conjugate graph® of a group. For non-abelian finite group
G, two elements x and y in G are said to be conjugate to
each other if there exists an element z in G that satisfies
x = zyz~1. Let[e], [x,], [x2], ..., [x,] are all conjugacy
classes of G. The conjugate graph of group G contains all
elements of G as its vertex set and two distinct vertices will
be adjacent if they are representatives of the same
conjugacy class™. So, the vertex y will be adjacent to x; if
y € [x;]. In this paper, conjugate graph of a group G will
be denoted by C(G) and the complement of C(G) will be
denoted by C(G). Two distinct vertices of C(G) are
adjacent if and only if they are not adjacent in C(G). The
cardinality of the vertex set of C(G) and the edge set of
C(G) will be denoted by p(C(G)) and q(C(G)),
respectively. For a graph G, p(G) is called the order of G
and q(G) is called the size of G*.

*Email Address: sakir@mat.uin-malang.ac.id

1

Detour matrix of graph G of order p that denoted by
DD(G)isa (p X p)-matrix DD(G) = (D;j) where D;; is
the length of the longest path v; — v; in G*'. Since DD (G)
is a symmetric matrix, all of its eigenvalues 4; (i=1, 2, ...,
p) are real and can be labeled as 4, = A, = A3 = 4.
Let A;, > 4;, > 4, > > 1; are the distinct
eigenvalues of DD(G), then the spectrum of DD(G) can
be written as

i1 /11'2 )lin
@ =G0y wi)  mii)

where m (/'ll-].) is the algebraic multiplicity of the
eigenvalue /'li].. The energy of DD(G) will be denoted by

Epp(G) and be defined as Epp (G) = XF_, |4,

The concept of spectrum was introduced by Bigg'?,
the concept of detour matrix was introduced by Harary®
and the concept of energy was introduced by Gutman®'.
The researches about detour spectrum of graphs have been
conducted, such as detour spectrum of several graphs'’ and
of commuting and non-commuting graphs of dihedral
group®?. Several kinds of energy of graph has been studied,
for instance in'®****. Finally, the survey about kinds of
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energy of graph can be seen in Meenakshi and Lavanya®.
Since the study of detour spectrum and energy of conjugate
graph complement of dihedral group has not been done yet,
we do this study.

2. RESULT

First, we show some properties of conjugate graph
complements of dihedral group.

THEOREM 1: Let C(D,,) be conjugate graph of
dihedral group D,,, of order 2n, where n = 3 and n is
positive integer. The number of edge in complement of
conjugate graph of DZn i

(i) qCOm) = 22

(i) q(C(D2n)) =

PROOF: (i) For odd n, all of conjugacy classes of
dihedral group D, are [1]= {1}, [r] = {r, "}, ["] = {F,
I [T(n—1)/2] _ {r(n—l)/z,r(n—l)/2+1} and [s] =
{ s,sr,sr2,sr3,...,sv""1}. According to definition of
conjugate graph, C(D,,) will contains a complete graph
K1, (n - 1)/2 complete graphs K, and a complete graph K.
Thus,

for odd n.

—-2n+2
for even n.

C(Dyy) = Ky U K, UK,

and

q(C(D)) ="

Then, we have
q(C(Dzn)) =

(ii) For even n, all of conjugacy classes of dihedral group
Dy are [1] = {1}, [rV2] = {r/2}, [r] = {r, #'}, [F] =
{rz 7;12} o [r n/Z—l] - {rn/Z—l'rn/2+1}’ [s] = {s, SVZ,
st .., ST ” 2% and [sr] = {sr, s, s, ..., srv1L,
According to definition of conjugate graph, C(D,,) will
contains two complete graphs K, (n - 2)/2 complete graphs
K, and two complete graphs K,». Thus,

—2
C(D2n) = 2K, U K, U 2Kn
2

2n(2n 1 n2—1 3n?-2n+1
2 2

and

n? —4

Q(C(DZn)) = 4

Then, we have
2n(2n 1)  n?-4 _ 7n’-4n+4

(C(DZn)) = T p
THEOREM 2: Detour matrix of complement of
conjugate graph of dihedral group D,, for odd n is
(2n X 2n)-matrix

DD(C(DZn)) = (g g),

where
A= (a;;) is an (n x n)-matrix with a;; = 2n - 2if i # j
and a;; = 0 elsewhere,

B = (b;;) is an (n X n)-matrix with b;; = 2n - 1 for all i
and j, and
C = (¢;;) is an (n X n)-matrix with ¢;; = 2n - 1if i # j
and ¢;; = 0 elsewhere.

PROOF: According to the proof (i) of Theorem 1, the

conjugacy classes of dihedral group are [1] = {1},[r] =
fryr" ™, [r?] = 2,72, P2 =
{r(=1/2 p(=D/2+1} and [s] = {s,sr,sr?, .., sr" 1},

They will be a complete graph in C(D2n), respectively.
Therefore, in C(D,y,), vertex 1 is adjacent to r! and sr?
(i=1,2,..,n—1), vertex ' is adjacent to sr/ (i =
1,2,..,n—1and j =0,1,2,..,
not adjacent to sr/ (i,j = 0,1,2, ...,

n—1) and vertex sr' is

n —1). Then we can

establish the longest path between two distinct vertices in

C(D,,,) as follow.

(i) Forrtandr/,1<i<j < n,wecan constructa
path P: r', sri, r*, sr‘*l, vy L sl it gt pit2
srit2 o st rt srt ri2 sri2 L r2 sr r, s p.
This path P contains all element of D,,, except sr/.
Hence, the length of P is 2n - 2.

(ii) Forrtandsr/,1<1i,j <mn, we can construct a path
P:ri,sr, r* sr*t Lt spt Pt spt Pt it
", s, it sr e srt L r?, s, r sr, o) s, Thus,
path P contains all element of D,,,. Hence, the length
of Pis2n - 1.

(iii) For srt and sr/,1 <i <j <n, we can construct a
path P:sri, r', ri* sr*t . pt spit, p* spi*t (2 gpit2)

LSt st 2 g2 r2 sr2 v s, s, Thus,
path P contains all element of D,,,. Hence, the length
of Pis2n - 1.

From (i)-(iii), by labeling the rows and the columns of

DD (M) in appropriate way, we will reach the desired

proof.m
For any two distinct vertices in C (D) for even n, the

longest path has the length 2n - 1. It is stated as the

following theorem.
THEOREM 3: Detour matrix of conjugate graph

complement of dihedral group D2, for evenniis (2n x 2n)-
matrix DD(C (D)) = (D;j) where D;j =2n—1 if i #
jand D;; = 0 elsewhere.

PROQOF: All of conjugacy class of dihedral group D,
for even n are [1] = {1}, [r"/z] = {r"/z}, [r] = {r, '},
(7] = (7, 72, o [PV2TY] = (2 24, ] = s,
sr, st L., sr™2) and [sr] = n-1y,

Each conjugacy class will be a complete graph. So, in

{sr, sP, SP, ..., ST

C(D3p), it will be a complete 5-partite graph where V; =
{1, /2% o= {rnrt Y

= {r L2 2y = (s, sr?, st L, s
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and Vs = {sr,sr3,..,sr™71} are its partition sets with
Vil =2, Vo] = [V5] = n/2 —1and [V4| = |Vs| = n/2.
Cycle W: 1, s, r, s, 1?, s, ., r™271 sy™=2 M2 g,
gl 2, /2t gl s one of the
Hamiltonian cycles in C(D,,). Hence, C(D,,) is a
Hamiltonian graph. And for every two distinct vertices in
C(D,y,) for even n, we can always find its Hamiltonian
path. Consequently, the longest path between two distinct
vertices in complement of conjugate graph of dihedral
group D,,, for even n has the length 2n - 1. m

Based on Theorem 2 and Theorem 3, we can
determine the characteristics polynomial of detour matrix
DD(C(D2,)). The characteristics polynomial of detour
DD(C(Dz,)) is  defined by p(A) =
det(DD(C(D;,)) — AI), where I is identity matrix of
order (2n x 2n) *. To compute det( DD(C(D,y,)) — Al),

we can eliminate matrix DD(C(D,,)) — Al using

matrix

Gaussian elimination method to get an upper triangular
matrix U. Then, det( DD(WM)) — Al) is equal to the
product of all entry in the main diagonal of U. We present
the following lemma for odd and even n. The lemma will
be very useful in determining detour spectrum and energy
of C(Dyy).

LEMMA 1: Let C(Dy,) be a complement of
conjugate graph of dihedral group D, for positive integer
n and n > 3. The characteristics polynomial p(1) of
detour matrix DD(C (D)) is
() p()= (A2—41—(4/2?2 —B)(A+(@2n—-2)" ' (1+

(2n—1))"" where A= (4n2 — 7n +3)and B =

(4n* — 4n3 + (5n% — 2n + 1)/4) for odd n, and
(i) pD=U—-@n-D)A+@n-1)"""f

even n.

PROOF: (i) Ifnis odd, we determine the characteristics
polynomial p(1) of DD(C(D,,)) in Theorem 2 by
eliminating DD (C(D5,)) — Al using Gaussian elimination
method to an upper triangular matrix U. It follows that
p(A) is a product along main diagonal of U. (ii) If n is
even, then DD(C(D,,)) = 2n — 1)(J — I), where J is all
one square and I is identity matrix whose order is the same
as the order of DD(C(D,,)). Hence, the characteristics
polynomial p (1) of detour matrix DD(C (D)) is

p()=@A-n-12)(A+@n-1)""".
THEOREM 4: The detour matrix spectrum of
conjugate graph complement of dihedral group D,, for

odd positive 1nteger nandn = 3 is
specon (C0) = ( +—\/2A2 +4B —(2n—1) -(n-2) S-3V2AZ+4B >
n—-1 n—-1 1

3

where A = (4n? —7n+3)
(5n% —2n + 1)/4).
PROOF: Let n be odd, letting p(1) = 0 for Lemma

and B = (4n* —4n3 +

1(i), we have its eigenvalues are A, = (A + V24?2 + 4B)/2,
Az = —(Zn - 1) A3 = —(Zn - 2) and /14 = (A -

V2A? + 4B)/2. From Lemma 1(i) we also have m(4;) =
m(d,) =1 and m(1,) = m(A3) =n—1. It completes
the proof. m

THEOREM 5: The detour matrix spectrum of
conjugate graph complement of dihedral group D,, for
even positive integer n and n = 3 is

- 2 _ _
specpp(C(D2n)) = ((Zn 1 D gznn_ 11))

PROOF: From Lemma 1(ii), it is clear that the
eigenvalues of DD(C(D,,)) are A; = (2n—1)? and
A, = —(2n — 1) and we have their algebraic multiplicity
arem(4;) = 1 and m(1,) = 2n — 1, respectively. m

COROLLARY 1: The detour matrix energy of
conjugate graph complement of dihedral group D, for
odd positive integer n and n =3 is EDD(C(DZn)) >
2(n—1)(4n—3)

PROOF: Based on Theorem 4, we have

Epp(CD5) = |§+l\/2A2 + 4B |+(n— D(2n—2)
+(n—1D@n—1)+ |———\/2A2+4 |

> (n-D@n-3)+ [F+IV2AZ+ 4B +
RN 7]
=(n—-1{@n-3)+ |4

=(m—1)(@n—3)+ (4n* —7n +3)
=2(n—-1)(4n—-3). m

COROLLARY 2: Energy of detour matrix of
complement of conjugate graph of dihedral group D,,, for
even positive integer n and n =3 is EDD(C(DZn)) =
2(2n — 1)2.

PROOF: According to definition of energy, it is clear
from Theorem 5 that Epp (C(Dzn)) = 2(2n—1)%. m

3. CONCLUSION

In this paper, we have discussed in detail the detour
spectra and energy of conjugate graph complement of
dihedral group D,,,. Given that the kinds of energy of a
graph are so numerous, further research may be undertaken
to determine the other energies of the conjugate graph
complement of dihedral group D,,,.
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