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Abstrak

Dalam penelitian ini, akan dilakukan simulasi perambatan gelombang tsunami menggu-
nakan persamaan gelombang air dangkal (shallow water equation) yang biasa disingkat
menjadi SWE. Di sini juga akan dibahas penurunan persamaan gelombang air dangkal
berdasarkan prinsip konservasi massa dan prinsip konservasi momentum yang berlaku
pada aliran air yang memenuhi definisi perairan dangkal. Selanjutnya model SWE
yang diperoleh akan diselesaikan dengan menggunakan metode volume hingga skema
implisit.
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BAB I
Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Pada hakikatnya semua benda yang ada di alam ini dapat disebut sebagai fluida, baik
itu benda padat, cair, ataupun gas. Fluida sendiri dibedakan menjadi dua berdasarkan
tingkat kekentalannya, yaitu fluida tak kental (benda cair dan gas) dan fluida kental
(benda padat). Untuk fluida tak kental dibedakan lagi berdasarkan kemampu mam-
patannya, sebagai fluida yang tak mampu mampat (air) dan fluida yang mampu mam-
pat (gas). Pergerakan partikel-partikel yang terjadi pada benda-benda tersebut disebut
sebagai dinamika fluida.

Berbagai fenomena alam banyak yang terkait dengan gelombang, diantaranya adalah
bunyi, cahaya, pergerakan air laut, aliran air sungai, riak pada air kolam, dan contoh-
contoh lain yang banyak terjadi dalam kehidupan sehari-hari. Jika sekumpulan air
dikenakan gaya, maka akan timbul gelombang yang disebut sebagai gelombang per-
mukaan. Salah satu jenis gelombang yang banyak dikaji adalah gelombang tsunami,
yang mana gelombang tsunami ini memiliki periode gelombang yang sangat besar dan
gelombangnya tidak mudah hilang ataupun tereduksi [2].

Gelombang tsunami dapat dibangkitkan oleh berbagai macam sumber, diantaranya
adalah gempa yang terjadi pada perairan dangkal, letusan gunung berapi, tanah long-
sor, jatuhnya kapal selam, dan bisa juga disebabkan oleh ledakan. Setiap sumber yang
membangkitkan gelombang tsunami tersebut memilki cara sendiri-sendiri, dan karak-
teristiknya bergantung pada mekanisme masing-masing. Gelombang tsunami yang per-
jalanannya sangat panjang dan dapat melintasi beberapa samudra umumnya dibangk-
itkan oleh gempa tektonik yang terjadi di dasar lautan. Tetapi, gelombang besar juga
dapat dibangkitkan oleh mekanisme pembangkit lainnya seperti ledakan bom atom,
jatuhnya meteor, dsb [2].
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Persamaan gelombang air dangkal (shallow water equation) merupakan salah satu
model gelombang permukaan yang banyak digunakan untuk mensimulasikan penye-
baran gelombang permukaan yang berjalan dua arah dalam ruang 1D dan ke segala
arah untuk ruang 2D [5]. Persamaan air dangkal dapat digunakan jika panjang gelom-
bang l dan tipikal kedalaman d_0 memenuhi d_0/l<1 [12].

Pada perairan yang sangat dangkal, kecepatan vertikal dalam air dapat diabaikan
dan gelombangnya dinamakan sebagai gelombang panjang, profile dari gelombang dan
penyebarannya dapat di modelkan menggunakan pengintegralan secara vertikal ter-
hadap persamaan dari prinsip konservasi massa dan persamaan dari prinsip konservasi
momentum [7].

Karakteristik gelombang tsunami pada umumnya memiliki panjang gelombang jauh
lebih besar jika dibandingkan dengan struktur kedalaman laut yang dilaluinya. Sebagai
contoh Gelombang tsunami yang terjadi di samudra hindia pada tahun 2004 memiliki
panjang gelombang lebih dari 200 km, sedangkan kedalaman samudra hindia sekitar
2 km s.d 5 km. Meskipun samudra hindia cukup dalam, tetapi karena gelombang
yang melaluinya memiliki panjang gelombang yang jauh lebih besar, maka gelombang
tsunami tersebut dapat dikategorikan sebagai gelombang air dangkal [13].

Dalam penelitian ini akan diturunkan persamaan gelombang air dangkal 2D untuk
mensimulasikan bagaimana perambatan gelombang tsunami yang menyebar ke segala
arah yang dibangkitkan oleh sebuah energi eksternal. Di dalam penurunan, peneliti
akan menggunakan prinsip konservasi massa dan prinsip konservasi momentum. Selan-
jutnya model gelombang air dangkal yang diperoleh akan di selesaikan secara numerik
menggunakan metode Lax-Wendroff.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam penelitian ini adalah:

1. Bagaimanakah pola penyebaran gelombang tsunami berdasarkan persamaan gelom-
bang air dangkal.

2. Bagaimana prosedur numerik dalam menentukan solusi persamaan gelombang
air dangkal menggunakan metode volume hingga.
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1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk:

1. Membuat model penyebaran gelombang tsunami menggunakan persamaan gelom-
bang air dangkal.

2. Membuat prosedur numerik untuk penyelesaian model gelombang air dangkal
yang di hasilkan.

1.4 Batasan Masalah

Berikut beberapa asumsi dasar yang digunakan dalam membuat batasan masalah:

1. Permasalahan ditinjau sebagai masalah dua dimensi.

2. Fluida diasumsikan ideal, yaitu tak termampatkan, tak kental, dan mempunyai
kerapatan konstan.

3. Fluida diasumsikan sebagai fluida tak berotasi.

4. Fluida diasumsikan memiliki rapat massa yang homogen atau konstan.

5. Tekanan hidrostatiknya di asumsikan sangat kecil, sehingga dapat di abaikan.
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BAB II
Tinjauan Pustaka

Tsunami dapat dimodelkan dengan menggunakan persamaan gelombang air-dangkal,
karena Tsunami, meskipun terjadi pada perairan yang sangat dalam, sekitar 4-5 km,
tetapi panjang gelombangnya sangat besar bila dibandingkan dengan kedalaman perairan-
nya, yaitu antara 100-200 km. Persamaan gelombang air dangkal atau biasa disebut
SWE (shallow water equation) telah banyak diturunkan oleh para peneliti terdahulu,
diantaranya adalah [11, 7, 9, 6, 10, 8, 4].

Disini, kami akan menurunkan SWE dengan menggunakan persamaan kontinuitas dan
persamaan-persamaan momentum. Persamaan kontinuitas dan persamaan-persamaan
momentum tersebut biasa diistilahkan sebagai persamaan-persamaan pengatur dalam
pemodelan gelombang.

Dalam bab ini, kami akan memberikan penjelasan darimana datangnya persamaan-
persamaan pengatur tersebut .

2.1 Persamaan Kontinuitas

Pada subbbab ini, akan dibahas tentang penurunan persamaan kontinuitas berdasarkan
prinsip konservasi massa terhadap elemen volume berbentuk kubus dengan sisi-sisi ∆x,

∆y dan ∆z yang dilalui fluida (lihat Figure 2.1).

Pada elemen “volume” tersebut, perubahan massa rata-rata merupakan selisih antara
massa rata-rata yang masuk dan yang keluar dengan asumsi tidak ada massa yang
terbentuk atau hilang seperti halnya pada reaksi kimia.

Bila rapat massa fluida adalah ρ dan kita hanya memandang satu arah aliran, katakan
dalam arah x, maka rata-rata massa yang masuk pada elemen volume per satuan
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Figure 2.1: Ilustrasi Konservasi Massa

waktu (melintasi bidang x) adalah (ρu)|x ∆y∆z, dan rata-rata massa keluar melewati
bidang x + ∆x adalah (ρu)|x+∆x ∆y∆z. dengan u menyatakan komponen kecepatan
dalam arah horizontal. Secara penuh vektor kecepatan dalam tiga dimensi dinotasikan
dalam q = (u, v, w) . Ekspresi yang sama dapat dituliskan untuk bidang lain yang
dilintasi yaitu dalam arah y dan arah z. Oleh karena itu, kita memperoleh persamaan
kesetimbangan massa

∂ρ

∂t
∆x∆y∆z =

[
(ρu)|x − (ρu)|x+∆x

]
∆y∆z +

[
(ρv)|y − (ρv)|y+∆y

]
∆x∆z

+
[
(ρw)|z − (ρw)|z+∆z

]
∆x∆y (2.1)

dengan membagi keseluruhan persamaan dengan volume ∆x∆y∆z dan mengambil
limit volume ini menuju ke nol, kita peroleh persamaan

∂ρ

∂t
= −

(
∂ρu

∂x
+
∂ρv

∂y
+
∂ρw

∂z

)
(2.2)

Persamaan (2.2) menggambarkan rata-rata perubahan rapat massa pada suatu titik
tetap sebagai hasil dari perubahan pada vektor kecepatan massa ρq.

Jika rapat massa fluida konstan, maka ∂ρ/∂t = 0 dan persamaan (2.2) menjadi

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (2.3)
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Persamaan (2.3) dikenal sebagai persamaan kontinuitas.

2.2 Persamaan Momentum

Seperti pada bagian sebelumnya, kita akan membahas persamaan gerak untuk tiga
dimensi yang diturunkan berdasarkan kesetimbangan momentum tiga dimensi terhadap
elemen “volume” berbentuk kubus dengan sisi-sisi ∆x, ∆y dan ∆z yang dilalui fluida.
Berdasarkan prinsip fisika yang terkait dengan momentum, hukum Newton II, kita
tahu bahwa gaya total

(
Ftotal

)
adalah perkalian massa (m) dengan percepatan (a) ,

dapat dinotasikan sebagai
Ftotal = ma (2.4)

dengan menggunakan definisi percepatan sebagai turunan dari kecepatan (v) terhadap
waktu, persamaan tersebut dapat dinotasikan

Ftotal = m
dv

dt
(2.5)

apabila kita integralkan kedua ruas terhadap dt maka kita akan memperoleh bentuk
ˆ
Ftotaldt = mv (2.6)

Ruas kanan dari persamaan tersebut merupakan definisi fisis dari momentum (Pm) ,

yaitu perkalian dari massa dengan kecepatan, dapat dinotasikan sebagai

Pm = mv (2.7)

dari persamaan (2.6) kita dapat merubahnya menjadi persamaan (2.8) berikut

Ftotal =
d (mv)

dt
(2.8)

yang berarti bahwa gaya total
(
Ftotal

)
adalah rata-rata perubahan momentum per-

satuan waktu, kemudian dengan menggunakan hubungan antara massa dengan massa
jenis yang dinotasikan sebagai

ρ =
m

V
(2.9)

dengan (ρ) adalah massa jenis, dan (V ) adalah volume. Persamaan (2.9) dapat kita
substitusikan ke persamaan (2.7) sehingga diperoleh

Pm = (ρV ) v (2.10)
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karena kita meninjau dalam tiga dimensi maka persamaan tersebut dapat dituliskan
dalam bentuk

Pm = (ρ∆x∆y∆z) v (2.11)

Untuk meninjau rata-rata perubahan momentum persatuan waktu kita dapat meno-
tasikan

∂

∂t
(Pm) =

∂

∂t
[(ρ∆x∆y∆z) v] (2.12)

Secara keseluruhan, kesetimbangan momentum pada elemen “volume” tersebut adalah:

Rata− rata Rata− rata Rata− rata Jumlah Gaya− gaya

Perubahan = Momentum − Momentum + yang Terjadi

Momentum yang Masuk yang Keluar pada Sistem

(2.13)

Neraca kesetimbangan tersebut merupakan persamaan vektor, dimana setiap kompo-
nennya menyatakan arah gerak fluida sesuai koordinatnya. Pada bagian ini, kita hanya
menurunkan persamaan gerak untuk komponen x saja. Persamaan gerak untuk kom-
ponen lainnya dapat dilakukan dengan cara yang sama. Ilustrasi untuk neraca kese-
timbangan momentum dapat dilihat pada Figure 2.2.

Figure 2.2: Ilustrasi Kesetimbangan Momentum

Fluida dengan rapat massa ρ dan bergerak dengan kecepatan u melintasi bidang x

maka dalam selang satuan waktu terdapat sebanyak ρV |x = ρu|x ∆y∆z. Momentum
yang melintas bidang x sebesar ρu|x ∆y∆z · u|x . Massa partikel yang melintasi bidang
y adalah sebesar ρv|y ∆x∆z dan momentum yang melintas bidang y adalah sebesar
ρv|y ∆x∆z · u|y . Sedangkan massa partikel yang melintasi bidang z adalah sebesar
ρw|z ∆x∆y dan momentum yang melintas bidang z adalah sebesar ρw|z ∆x∆y · u|z .

Komponen yang mempengaruhi perubahan momentum adalah kontribusi massa, baik
dari arah x maupun dari arah y. Komponen ρu2|x ∆y∆z menyatakan kontribusi massa
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dari arah x dengan kecepatan sebesar u (arah x), ρvu|y ∆x menyatakan kontribusi
massa dari arah y dengan kecepatan sebesar u (arah x) dan ρwu|z ∆x∆y menyatakan
kontribusi massa dari arah z dengan kecepatan sebesar u (arah x).

Dalam arah x, rata-rata momentum, elemen “volume” yang masuk melintasi bidang x
adalah ρu2|x ∆y∆z, dan yang keluar melintasi bidang x+ ∆x adalah ρu2|x+∆x ∆y∆z.

Rata-rata momentum yang masuk melintasi bidang y adalah ρvu|y ∆x∆z dan yang
keluar melintasi bidang y + ∆y adalah ρvu|y+∆y ∆x∆z. Rata-rata momentum yang
masuk melintasi bidang z adalah ρwu|y ∆x∆y dan yang keluar melintasi bidang z+∆z

adalah ρwu|z+∆z ∆x∆y. Momentum keseluruhan akibat konveksi pada komponen x

adalah [
ρu2
∣∣
x
− ρu2

∣∣
x+∆x

]
∆y∆z +

[
ρvu|y − ρvu|y+∆y

]
∆x∆z

+
[
ρwu|z − ρwu|z+∆z

]
∆x∆y (2.14)

Faktor lain yang terlibat dalam neraca momentum disini adalah gaya-gaya yang terjadi
pada elemen “volume”. Dari persamaan (2.8), kita tahu bahwa gaya total (Ftotal) yang
terjadi akan berpengaruh terhadap rata-rata perubahan momentum persatuan waktu.
Gaya total (Ftotal) ini terdiri atas gaya akibat tekanan fluida p dan gaya gravitasi
akibat percepatan gravitasi g. Gaya lain yang dapat dipertimbangkan adalah gaya
akibat tegangan geser, akan tetapi kita tidak akan melibatkan untuk fluida tak kental
(inviscid). Tekanan fluida p didefinisikan sebagai gaya tekan yang diterima persatuan
“luas” fluida dan dapat dinotasikan dalam bentuk

Ftekanan = P |x ∆y∆z (2.15)

kemudian, dengan menggunakan hubungan gaya gravitasi dan percepatan gravitasi
maka akan diperoleh persamaan sebagai berikut

Fgravitasi = ρg(x)∆x∆y∆z (2.16)

Resultan dari gaya-gaya ini dalam arah x adalah

[
p|x − p|x+∆x

]
∆y∆z + ρg(x)∆x∆y∆z (2.17)

p|x menyatakan tekanan pada bidang x, yang berkontribusi terhadap gaya tekan yang
dialami oleh elemen “volume”, sedangkan g(x) menyatakan percepatan akibat grafitasi
dalam arah x, yang berkontribusi terhadap gaya gravitasi yang dialami oleh elemen
“volume”.
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Perubahan rata-rata momentum dalam elemen “volume”, yaitu
∂ρu

∂t
∆x∆y∆z, dan hasil

(2.17) akan kita substitusikan ke dalam neraca momentum. Persamaan yang diperoleh
kemudian dibagi dengan ∆x∆y∆z, dan diambil limitnya masing-masing ∆x, ∆y dan
∆z menuju nol, sehingga diperoleh persamaan gerak

∂ρu

∂t
= −

(
∂ρu2

∂x
+
∂ρvu

∂y
+
∂ρwu

∂z

)
− ∂p

∂x
+ ρg(x)

untuk komponen x. Dengan cara yang sama, neraca kesetimbangan momentum dari
massa fluida terhadap arah y diperoleh

∂ρv

∂t
= −

(
∂ρuv

∂x
+
∂ρv2

∂y
+
∂ρwv

∂z

)
− ∂p

∂y
+ ρg(y)

dan
∂ρw

∂t
= −

(
∂ρuw

∂x
+
∂ρvw

∂y
+
∂ρw2

∂z

)
− ∂p

∂z
+ ρg(z)

dalam arah z. Jika ketiga persamaan diatas dibagi kedua sisinya dengan ρ akan diper-
oleh

∂u

∂t
= −

(
∂u2

∂x
+
∂vu

∂y
+
∂wu

∂z

)
− 1

ρ

∂p

∂x
+ g(x) (2.18)

∂v

∂t
= −

(
∂uv

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂wv

∂z

)
− 1

ρ

∂p

∂y
+ g(y) (2.19)

∂w

∂t
= −

(
∂uw

∂x
+
∂vw

∂y
+
∂w2

∂z

)
− 1

ρ

∂p

∂z
− g(z) (2.20)

Persamaan (2.18), (2.19), dan (2.20) dapat dituliskan menjadi

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂z
(wu) = −1

ρ

∂p

∂x
(2.21)

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv) = −1

ρ

∂p

∂y
(2.22)

∂w

∂t
+

∂

∂x
(uw) +

∂

∂y
(vw) +

∂

∂z

(
w2
)

= −1

ρ

∂p

∂z
+ g (2.23)

Sekarang perhatikan bahwa,(
∂u

∂t
,
∂v

∂t
,
∂w

∂t

)
=

∂

∂t
(u, v, w) =

∂

∂t

(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)
=

∂

∂t
∇φ (2.24)

dan (
1

ρ

∂p

∂x
,

1

ρ

∂p

∂y
,

1

ρ

∂p

∂z

)
=

1

ρ

(
∂p

∂x
,
∂p

∂y
,
∂p

∂z

)
=

1

ρ
∇p (2.25)

(
g(x), g(y), g(z)

)
= (0, 0, g) = g (0, 0, 1) = g

(
∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂z

∂z

)
= g∇z (2.26)
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⇔
[(

∂u2

∂x
+
∂vu

∂y
+
∂wu

∂z

)
,

(
∂uv

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂wv

∂z

)
,

(
∂uw

∂x
+
∂vw

∂y
+
∂w2

∂z

)]
⇔

(
∂u2

∂x
,
∂uv

∂x
,
∂uw

∂x

)
+

(
∂vu

∂y
,
∂v2

∂y
,
∂vw

∂y

)
+

(
∂wu

∂z
,
∂wv

∂z
,
∂w2

∂z

)
⇔ ∂

∂x

(
u2, uv, uw

)
+

∂

∂y

(
vu, v2, vw

)
+

∂

∂z

(
wu,wv, w2

)

⇔ ∂

∂x
u (u, v, w) +

∂

∂y
v (u, v, w) +

∂

∂z
w (u, v, w) =

∂

∂x
uq +

∂

∂y
vq +

∂

∂z
wq

⇔ ∇ · (uq, vq, wq) = ∇ · (u, v, w)q = ∇ · qq = (∇ · q)q = (q · ∇)q (2.27)

Komponen-komponen lain yang berhubungan dengan perkalian dari tiga kecepatan
juga dapat dinyatakan sebagai perkalian dari vektor gradien ∇, sehingga persamaan
(2.18), (2.19) dan (2.20) dapat digabungkan menjadi satu persamaan vektor:

∂q

∂t
+ q · ∇q = −1

ρ
∇p− g∇z (2.28)

Berdasarkan definisi turunan total seperti yang telah dinyatakan pada (??), ruas kiri
persamaan (2.28) dapat dinotasikan sebagai

Dq

Dt
= −∇

(
p

ρ
+ gz

)
+ F (2.29)

Persamaan (2.29) ini menyatakan bahwa elemen volume yang kecil ini bergerak den-
gan fluida dan dipercepat oleh adanya gaya-gaya yang bekerja padanya. Persamaan
ini merupakan persamaan gerak yang diperoleh berdasarkan hukum kesetimbangan
momentum secara umum. Suku terakhir F pada persamaan ini ditambahkan untuk
mengakomodir momentum akibat gaya yang terjadi pada sistem sesuai dengan neraca
kesetimbangan momentum pada(2.13). Gunakan F = 0 untuk fluida yang mengalir
tanpa hambatan.

Suku kedua pada ruas kiri (2.28) memenuhi hubungan

q× (∇× q) = −q · ∇q +∇
(

1

2
|q|2
)

(2.30)

dan untuk aliran irrotasional ∇× q = 0, sehingga persamaan (2.28) dapat dituliskan
menjadi

∂q

∂t
+∇

(
1

2
|q|2
)

= −∇
(
p

ρ
+ gz

)
(2.31)

Karena diawal sudah kita definisikan q = ∇φ, maka persamaan (2.31) dapat dituliskan
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menjadi
∂

∂t
∇φ+∇

(
1

2
|∇φ|2

)
= −∇

(
p

ρ
+ gz

)
(2.32)

Kemudian keluarkan operator ∇, sehingga diperoleh

∇
(
∂φ

∂t
+

1

2
|∇φ|2 +

p

ρ
+ gz

)
= 0 (2.33)

Dengan mengintegralkan persamaan (2.33) terhadap variabel x dan y dan z, diperoleh

∂φ

∂t
+

1

2
|∇φ|2 +

p

ρ
+ gz = r (t) (2.34)

Persamaan (2.34) diatas dikenal sebagai persamaan Bernoulli dan r (t) merupakan
fungsi sebarang dari t akibat integrasi yang dilakukan terhadap x, y, dan z. Dengan
menggabungkan r (t) dengan φ berbentuk φ −

´
r (t) dt, maka diperoleh bentuk lain

dari persamaan (2.34) diatas, yaitu

∂φ

∂t
+

1

2
|∇φ|2 +

p

ρ
+ gz = 0 (2.35)

Secara fisis, persamaan (2.35) menyatakan aliran fluida berubah terhadap waktu yang
dinyatakan oleh suku pertama. Suku kedua menyatakan aliran fluida dipengaruhi
oleh perbedaan kecepatan. Suku ketiga menyatakan aliran fluida dipengaruhi oleh
perbedaan tekanan dan suku keempat menyatakan aliran dipengaruhi oleh perbedaan
ketinggian.

2.3 Kondisi Batas

Pada fluida terdapat tiga kondisi batas, yaitu batas kinematik dan dinamik pada per-
mukaan bebas, serta kondisi batas kaku pada dasar saluran. Batas kinematik per-
mukaan adalah batas dimana partikel yang ada di sepanjang permukaannya tidak
berpindah. Batas dinamik permukaan adalah batas antara fluida dengan udara. Batas
kaku pada dasar menyatakan keadaan dimana partikel yang ada pada permukaannya
tidak berpindah secara vertikal.

2.3.1 Kondisi Kinematik pada z = η (x, y, t) (permukaan bebas)

Kondisi batas kinematik diturunkan berdasarkan ide dasar dari sifat kontinum fluida.
Misalkan S merupakan permukaan bebas pada fluida dan bergerak bersama fluida.
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Jika kita mengikuti setiap partikel permukaan, maka partikel tadi selalu membentuk
permukaan dan fluida yang sebelumnya berada di S akan tetap berada di dalamnya. Se-
cara matematis kita nyatakan permukaan S sebagai persamaan S (x, y, z, t) = 0 secara
implisit untuk suatu partikel di (x, y, z) dan partikel tersebut tetap pada permukaan
dinyatakan sebagai

DS

Dt
= 0

Nyatakan fungsi posisi untuk permukaan z = η (x, y, t) sebagai S (x, y, z, t) = z −
η (x, y, t) = 0, dan turunan totalnya adalah

D
Dt
S (x, y, z, t) = 0

∂

∂t
[z − η (x, y, t)] + u

∂

∂x
[z − η (x, y, t)] + v

∂

∂y
[z − η (x, y, t)] +w

∂

∂z
[z − η (x, y, t)] = 0

yang memberikan

−∂η
∂t
− u∂η

∂x
− v∂η

∂y
+ w = 0

atau
∂η

∂t
= −u∂η

∂x
− v∂η

∂y
+ w (2.36)

Sebagai catatan, kita asumsikan bahwa pengaruh aliran udara di atas air dapat dia-
baikan, sehingga kondisi batas kinematik tidak dipengaruhi oleh pemilihan S (x, y, z, t).

2.3.2 Kondisi Dinamik pada z = η (x, y, t) (permukaan bebas)

Kita asumsikan bahwa gerakan udara sepanjang permukaan bebas η (x, y, t) tidak ada
atau diabaikan, maka tekanan pada udara adalah konstan. Kita tetapkan p = 0 sebagai
tekanan referensi. Selanjutnya kita gunakan persamaan Bernoulli sepanjang η, sehingga
diperoleh

∂φ

∂t
+

1

2
|∇φ|2 + gη = 0 (2.37)

Persamaan (2.37) diatas merupakan kondisi dinamik fluida yang berlaku sepanjang
permukaan bebas η (x, t).
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2.3.3 Kondisi Kinematik pada z = −h (x, y) (dasar saluran)

Nyatakan fungsi posisi untuk z = −h (x, y), yaitu S (x, y, z) = z + h (x, y). Turunan
total dari S, tersebut yaitu

D
Dt

[z + h (x, y)] = 0

∂

∂t
[z + h (x, y)] + u

∂

∂x
[z + h (x, y)] + v

∂

∂y
[z + h (x, y)] + w

∂

∂z
[z + h (x, y)] = 0

atau
u
∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
+ w = 0 (2.38)

Secara fisis persamaan (2.38) diatas menyatakan bahwa tidak ada aliran yang tegak
lurus dengan bidang dasar (menembus dasar kaku).

2.4 Metode Volume Hingga

Metode volume hingga yang dibahas pada subbab ini adalah untuk penyelesaian masalah
persamaan differensial tipe hiperbolik 1D dan linier. Untuk sistem persamaan differen-
sial 2D nonlinier akan dianalogikan dengan pembahasan metode volume hingga untuk
1D ini.

Bentuk konservasi

Metode volume hingga dalam ruang 1D diperoleh dengan cara membagi daerah asalnya
menjadi beberapa interval yang disebut sebagai volume kontrol dan mengintegralkan
variabel-variabel yang dicari secara numerik pada interval-interval tersebut. Sebagai
contoh

∂u

∂t
+
∂f

∂x
= 0, u = u (x, t) , f = f (u) (2.39)

yang menyatakan persamaan transport jika f (u) = au, dengan a konstan.

Bentuk Integral

Untuk mengintegralkan (2.39), gunakan solusi lemah, yaitu bagi domain spasialnya
menjadi beberapa kontrol volume dan integralkann persamaan tersebut dalam setiap
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kontrol volumenya. Untuk penyederhanaan, kita gunakan interval-interval dengan pan-
jang ∆x dan gunakan waktu konstan ∆t. Sehingga domain spasial dan temporalnya
menjadi

Ii =
[
xi− 1

2
, xi+ 1

2

]
=

[
xi −

∆x

2
, xi +

∆x

2

]
,

In = [tn, tn+1] = [n∆t, (n+ 1) ∆t]

dan pengintegralan persamaan (2.39) pada sebuah interval adalah

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

[
∂u

∂t
+
∂f

∂x

]
dx = 0

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

∂u

∂t
dx+

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

∂f

∂x
dx = 0

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

∂u

∂t
dx+ f

(
u
(
xi+ 1

2
, t
))
− f

(
u
(
xi− 1

2
, t
))

= 0 (2.40)

Karena batas-batas interval xi± 1
2
tidak bergantung waktu, maka (2.40) dapat dituliskan

menjadi
∂

∂t

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

u (x, t) dx+ f
(
u
(
xi+ 1

2
, t
))
− f

(
u
(
xi− 1

2
, t
))

= 0 (2.41)

Definisikan uni sebagai rata-rata fungsi u (x, t) pada interval Ii, pada waktu tn = n∆t,

yaitu

uni =
1

∆x

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

u (x, tn) dx, (2.42)

Integralkan (2.41) terhadap t pada interval In = [tn, tn+1] , diperoleh

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

[u (x, tn+1)− u (x, tn)] dx+

ˆ tn+1

tn

[
f
(
u
(
xi+ 1

2
, t
))
− f

(
u
(
xi− 1

2
, t
))]

dt = 0

dan dapat kita lihat bahwa nilai dari u pada interval Ii hanya berubah terhadap ∆t

dari fluks f pada batas-batas interval Ii. Kemudian gunakan (2.42), yaitu

(
un+1
i − uni

)
∆x+

ˆ tn+1

tn

[
f
(
u
(
xi+ 1

2
, t
))
− f

(
u
(
xi− 1

2
, t
))]

dt = 0 (2.43)
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Fluks Numerik

Pada persamaan (2.43) diatas, nilai dari integral f pada titik xi± 1
2
secara umum tidak

bisa dihitung, jadi kita rubah dengan cara

fn
i± 1

2
≈ 1

∆t

ˆ tn+1

tn

f
(
u
(
xi± 1

2
, t
))

dt (2.44)

sehingga jika (2.44) kita substitusikan ke (2.43) akan diperoleh

(
un+1
i − uni

)
∆x+

(
fn
i+ 1

2
− fn

i− 1
2

)
∆t = 0

atau
un+1
i = uni −

∆t

∆x

(
fn
i+ 1

2
− fn

i− 1
2

)
(2.45)

Algoritma eksplisit (2.45) dapat digunakan untuk menghitung nilai hampiran u pada
tiap-tiap interval.

Fluks numerik ini menyatakan hampiran rata-rata waktu dari fluks sebenarnya pada
setiap sisi dari cell, cara perhitungannya tergantung bagaimana cara kita memperoleh
skema numeriknya. Untuk menghitung fluks tersebut, variabel-variabel dalam cell yang
beririsan dengan Ii menggunakan

fn
i± 1

2
= φ

(
uni−m, u

n
i−m+1, . . . , u

n
i+l

)
(2.46)

dengan m dan l adalah bilangan-bilangan bulat tak negatif dan φ adalah fungsi yang
diberikan.

Pada masalah hyperbolic informasi perambatan kecepatannya berhingga, sehingga kita
dapat memperoleh fn

i− 1
2

dari uni−1 dan uni (rata-rata dari variabel pada kedua sisi di
batas cell xi− 1

2
), sedangkan fi+ 1

2
diperoleh dari uni dan uni+1. Sehingga rumus umum

dari (2.46) menjadi

fn
i− 1

2
= φ

(
uni−1, u

n
i

)
, fn

i+ 1
2

= φ
(
uni , u

n
i+1

)
(2.47)

Konvergensi

Algoritma (2.45) dapat digunakan untuk mencari nilai-nilai dari variabel dalam ben-
tuk forward. Untuk memberikan nilai hampiran yang baik, maka algoritma tersebut
harus konvergen. Yang berarti solusi numeriknya konvergen terhadap solusi eksak dari
persamaan differensialnya jika (∆x,∆t)→ 0.
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Kriteria konvergensi harus memenuhi dua syarat, yaitu konsistensi dan stability. Dari
teorema Lax diklaim bahwa skema yang konsisten dan stabil adalah konvergen.
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BAB III
Metode Penelitian

Metode yang akan digunakan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah:

1. Menurunkan persamaan-persamaan dasar dari prinsip-prinsip hukum kesetim-
bangan yang terjadi pada aliran fluida.

2. Melakukan penskalaan yang bertujuan untuk menondimensionalkan variabel-
variabel yang digunakan.

3. Mengaproksimasi variabel-variabel yang tak diketahui dengan menggunakan deret
asimtotik.

4. Menyelesaikan sistem dengan melakukan peninjauan pada tiap-tiap orde dari
deret, mulai dari orde yang paling rendah sampai orde yang dikehendaki.

5. Menyederhanakan solusi dari deret asimtotik kedalam sebuah model matematika.

6. Membuat prosedur numerik untuk menentukan solusi model dengan menggu-
nakan metode volume hingga.

7. Menganalisis kestabilan dan konsistensi dari prosedur numerik yang telah dibuat.

8. Melakukan simulasi.

9. Memberikan interpretasi dari hasil simulasi.
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BAB IV
Hasil dan Pembahasan

Perambatan Tsunami dalam penelitian ini dimodelkan dengan menggunakan persamaan
gelombang air dangkal yang diturunkan berdasarkan hukum kekekalan massa dan
hukum kekekalan momentum yang berlaku pada fluida yang diamati. Adapun per-
samaan gelombang air dangkal atau SWE yang diperoleh adalah sebagai berikut

∂

∂t
h+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0 (4.1)

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2 +

1

2
gh2

)
+

∂

∂y
(huv) = −gh ∂

∂x
b (4.2)

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2 +

1

2
gh2

)
= −gh ∂

∂y
b (4.3)

adapun penurunan dari SWE ini, dapat dilihat pada subbab 3.3.1. SWE merupakan
sistem persamaan differensial parsial nonlinier 2D unsteady yang mana solusi anali-
tiknya sampai saat ini, belum dapat ditentukan. Telah banyak peneliti yang telah
membuat metode-metode hampiran untuk menentukan solusi dari sistem persamaan
differensial tersebut, diantaranya adalah [3], [1].

Dalam penelitian ini, penulis mencoba untuk menyelesaikan sistem persamaan differen-
sial diatas menggunakan metode volume hingga. Proses pendiskritan sistem persamaan
(4.1), (4.2), dan (4.3) dapat dilihat pada subbab 3.3.2.

Untuk mensimulasikan perambatan Tsunami, akan digunakan SWE diatas dengan kon-
disi awal dan kondisi batas yang diatur sedemikian hingga dapat menyerupai peram-
batan gelombang tsunami. Dalam hal ini, kami akan menggunakan efek water drop
sebagai pembangkit Tsunami yang disubstitusikan sebagai energi eksternal pada model
SWE, dan untuk simulasi perambatan gelombangnya dapat diperoleh dengan cara
menyelesaikan SWE tersebut.

Dalam penelitian ini, kami akan melakukan dua buah percobaan, yaitu yang pertama
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untuk dasar saluran (b (x, y)) konstan dan yang kedua untuk dasar saluran yang tidak
konstan.

4.1 Penurunan Persamaan Gelombang Air-Dangkal

4.1.1 Persamaan Pengatur

Pada subbab ini, kita bahas tentang penurunan persamaan air-dangkal dari persamaan-
persamaan pengatur serta kondisi-kondisi pada permukaan bebas dan dasar saluran.
Adapun persamaan tersebut adalah:

1. Persamaan kontinuitas,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 pada − b (x, y) < z < η (x, y, t) (4.4)

2. Persamaan momentum,

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂z
(wu) = −1

ρ

∂p

∂x
(4.5)

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv) = −1

ρ

∂p

∂y
(4.6)

∂w

∂t
+

∂

∂x
(uw) +

∂

∂y
(vw) +

∂

∂z

(
w2
)

= −1

ρ

∂p

∂z
+ g (4.7)

pada −b (x, y) < z < η (x, y, t) .

3. Kondisi kinematik pada permukaan bebas,

∂η

∂t
= −u∂η

∂x
− v∂η

∂y
+ w pada z = η (x, y, t) (4.8)

4. Kondisi kinematik pada dasar saluran,

u
∂b

∂x
+ v

∂b

∂y
+ w = 0, pada z = b (x, y) (4.9)

Penurunan dari persamaan-persamaan (4.4), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8), dan (4.9) dapat
dilihat di bab II.

Persamaan (4.7) kita jabarkan terlebih dahulu menjadi

∂w

∂t
+

(
∂u

∂x
w + u

∂w

∂x

)
+

(
∂v

∂y
w + v

∂w

∂y

)
+

(
∂w

∂z
w + w

∂w

∂z

)
= −1

ρ

∂p

∂z
+ g
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atau

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+v

∂w

∂y
+w

∂w

∂z︸ ︷︷ ︸
turunan total

(
Dw

Dt

)
+w

 ∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z︸ ︷︷ ︸
persamaan kontinuitas

 = −1

ρ

∂p

∂z
+ g. (4.10)

Pada masalah gelombang panjang atau air dangkal, lapisan air dianggap sangat tipis
dan tidak dipengaruhi oleh kedalaman air, sehingga turunan total dari w dapat dia-
baikan dan persamaan (4.10) menjadi

0 = −1

ρ

∂p

∂z
+ g

yang selanjutnya dari persamaan tersebut dapat diperoleh

p =

ˆ η

−b
ρgdz = ρg (η + b) (4.11)

Substitusikan p dari persamaan (4.11) pada persamaan momentum (4.5) dan (4.6),
sehingga persamaan-persamaan tersebut menjadi

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂z
(wu) = −g ∂

∂x
(η + b) (4.12)

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv) = −g ∂

∂y
(η + b) (4.13)

sampai disini kita punya tiga buah persamaan dengan empat buah variabel yang tak
diketahui, yaitu persamaan (4.4), (4.12), (4.13) dimana variabel-variabel yang tak dike-
tahui adalah u, v, w, η.

4.1.2 Persamaan kontinuitas

Agar solusi dari sistem tersebut dapat ditentukan, ketiga persamaan tersebut akan kita
integralkan terhadap z, dimana −b (x, y) < z < η (x, y, t) . Kita mulai dari persamaan
kontinuitas (4.4), yaitu ˆ η

−b

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0

)
dz
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menggunakan aturan Leibniz tentang integral, maka diperoleh

ˆ η

−b

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
dz =

∂

∂x

ˆ η

−b
udz −

(
u|z=η

) ∂η
∂x
−
(
u|z=−b

) ∂b
∂x

+
∂

∂y

ˆ η

−b
vdz −

(
v|z=η

) ∂η
∂y
−
(
v|z=−b

) ∂b
∂y

+
∂

∂z

ˆ η

−b
wdz −

(
w|z=η

) ∂η
∂z
−
(
w|z=−b

) ∂b
∂z

Karena η dan b bebas dari z maka persamaan tersebut menjadi

ˆ η

−b

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
dz =

∂

∂x

ˆ η

−b
udz +

∂

∂y

ˆ η

−b
vdz

+

[
−
(
u|z=η

) ∂η
∂x
−
(
v|z=η

) ∂η
∂y

+ w|z=η
]

−
[(
u|z=−b

) ∂h
∂x

+
(
v|z=−b

) ∂h
∂y

+ w|z=−b
]

dengan menggunakan kondisi batas (4.8) dan (4.9) maka diperoleh

∂η

∂t
+

∂

∂x

ˆ η

−b
udz +

∂

∂y

ˆ η

−b
vdz = 0 (4.14)

Berikutnya, ˆ η

−b
udz, dan

ˆ η

−b
vdz

kita tuliskan dalam bentuk aproksimasi sebagai
ˆ η

−b
udz ≈ u (η + b) dan

ˆ η

−b
vdz ≈ v (η + b)

dengan asumsi bahwa kedalaman air, z = η+ b sangat kecil yang diperoleh dari asumsi
air dangkal yang mana sebagai akibatnya u dan v dapat dianggap konstan terhadap z.
Selanjutnya persamaan (4.14) menjadi

∂η

∂t
+

∂

∂x
[u (η + b)] +

∂

∂y
[v (η + b)] = 0 (4.15)

4.1.3 Persamaan momentum dalam arah-x

Dalam arah-x persamaan momentumnya adalah

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂z
(wu) = −g ∂

∂x
(η + b)
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yang selanjutnya kedua ruasnya kita integralkan terhadap z yaitu

ˆ η

−b

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂y
(wu)

)
dz = −

ˆ η

−b

(
g
∂

∂x
(η + b)

)
dz (4.16)

4.1.3.1 Ruas kiri

Pengintegralan ruas kiri, yaitu

ˆ η

−b

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂y
(wu)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
udz −

(
u|z=η

) ∂η
∂t
−
(
u|z=−b

) ∂b
∂t

+
∂

∂x

ˆ η

−b
u2dz −

(
u2
∣∣
z=η

) ∂η
∂x
−
(
u2
∣∣
z=−b

) ∂b
∂x

+
∂

∂y

ˆ η

−b
vudz −

(
vu|z=η

) ∂η
∂y
−
(
vu|z=−b

) ∂b
∂y

+
∂

∂z

ˆ η

−b
wudz −

(
wu|z=η

) ∂η
∂z
−
(
wu|z=−b

) ∂b
∂z

yang dapat disederhanakan menjadi

ˆ η

−b

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂y
(wu)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
udz −

(
u|z=η

) ∂η
∂t

+
∂

∂x

ˆ η

−b
u2dz −

(
u2
∣∣
z=η

) ∂η
∂x
−
(
u2
∣∣
z=−b

) ∂b
∂x

+
∂

∂y

ˆ η

−b
vudz −

(
vu|z=η

) ∂η
∂y
−
(
vu|z=−b

) ∂b
∂y

+ (wu)|z=η − (wu)|z=−b

atau
ˆ η

−b

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂y
(wu)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
udz +

∂

∂x

ˆ η

−b
u2dz +

∂

∂y

ˆ η

−b
vudz

+

[
−
(
u2
∣∣
z=η

) ∂η
∂x
−
(
vu|z=η

) ∂η
∂y

+ (wu)|z=η
]

−
[(
u2
∣∣
z=−b

) ∂b
∂x

+
(
vu|z=−b

) ∂h
∂y

+ (wu)|z=−b
]

−
(
u|z=η

) ∂η
∂t
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atau
ˆ η

−b

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂y
(wu)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
udz +

∂

∂x

ˆ η

−b
u2dz +

∂

∂y

ˆ η

−b
vudz

+u

[
−
(
u|z=η

) ∂η
∂x
−
(
v|z=η

) ∂η
∂y

+ (w)|z=η
]

−u
[(
u|z=−b

) ∂b
∂x

+
(
v|z=−b

) ∂h
∂y

+ (w)|z=−b
]

−
(
u|z=η

) ∂η
∂t

dengan menggunakan kondisi batas (4.8) dan (4.9) maka diperoleh

ˆ η

−b

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2
)

+
∂

∂y
(vu) +

∂

∂y
(wu)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
udz+

∂

∂x

ˆ η

−b

(
u2
)
dz+

∂

∂y

ˆ η

−b
(vu) dz

(4.17)

4.1.3.2 Ruas kanan

Pengintegralan ruas kanan, karena η dan b bebas dari z, maka,

−
ˆ η

−b

(
g
∂

∂x
(η + b)

)
dz = −g ∂

∂x
(η + b) (η + b)

= −1

2
g
∂

∂x
(η + b)2 (4.18)

Menggunakan (4.17) dan (4.18), maka integral persamaan momentum (4.16) menjadi

∂

∂t

ˆ η

−b
udz +

∂

∂x

ˆ η

−b

(
u2
)
dz +

∂

∂y

ˆ η

−b
(vu) dz = −1

2
g
∂

∂x
(η + b)2 (4.19)

Selanjutnya kita gunakan aproksimasi
ˆ η

−b
udz ≈ u (η + b) ,

ˆ η

−b

(
u2
)
dz ≈ u2 (η + b) ,

ˆ η

−b
(vu) dz ≈ vu (η + b)

maka persamaan momentum (4.19) menjadi

∂

∂t
[u (η + b)] +

∂

∂x

[
u2 (η + b)

]
+

∂

∂y
[vu (η + b)] = −1

2
g
∂

∂x
(η + b)2

atau

∂

∂t
[u (η + b)] +

∂

∂x

[
u2 (η + b) +

1

2
g (η + b)2

]
+

∂

∂y
[vu (η + b)] = 0 (4.20)
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4.1.4 Persamaan momentum dalam arah-y

Dalam arah-y persamaan momentumnya adalah

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv) = −g ∂

∂y
(η + b)

yang selanjutnya kedua ruasnya kita integralkan terhadap z yaitu

ˆ η

−b

(
∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv)

)
dz = −

ˆ η

−b

(
g
∂

∂y
(η + b)

)
dz (4.21)

4.1.4.1 Ruas kiri

Pengintegralan ruas kiri, yaitu

ˆ η

−b

(
∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
vdz −

(
v|z=η

) ∂η
∂t
−
(
v|z=−b

) ∂b
∂t

+
∂

∂x

ˆ η

−b
uvdz −

(
uv|z=η

) ∂η
∂x
−
(
uv|z=−b

) ∂b
∂x

+
∂

∂y

ˆ η

−b
v2dz −

(
v2
∣∣
z=η

) ∂η
∂y
−
(
v2
∣∣
z=−b

) ∂b
∂y

+
∂

∂z

ˆ η

−b
wvdz −

(
wv|z=η

) ∂η
∂z
−
(
wv|z=−b

) ∂b
∂z

yang dapat disederhanakan menjadi

ˆ η

−b

(
∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
vdz −

(
v|z=η

) ∂η
∂t

+
∂

∂x

ˆ η

−b
uvdz −

(
uv|z=η

) ∂η
∂x
−
(
uv|z=−b

) ∂b
∂x

+
∂

∂y

ˆ η

−b
v2dz −

(
v2
∣∣
z=η

) ∂η
∂y
−
(
v2
∣∣
z=−b

) ∂b
∂y

+ (wv)|z=η − (wv)|z=−b

atau
ˆ η

−b

(
∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
vdz +

∂

∂x

ˆ η

−b
uvdz +

∂

∂y

ˆ η

−b
v2dz

+

[
−
(
uv|z=η

) ∂η
∂x
−
(
v2
∣∣
z=η

) ∂η
∂y

+ (wv)|z=η
]

−
[(
uv|z=−b

) ∂b
∂x

+
(
v2
∣∣
z=−b

) ∂h
∂y

+ (wv)|z=−b
]

−
(
v|z=η

) ∂η
∂t
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atau
ˆ η

−b

(
∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
vdz +

∂

∂x

ˆ η

−b
uvdz +

∂

∂y

ˆ η

−b
v2dz

+v

[
−
(
u|z=η

) ∂η
∂x
−
(
v|z=η

) ∂η
∂y

+ (w)|z=η
]

−v
[(
u|z=−b

) ∂b
∂x

+
(
v|z=−b

) ∂h
∂y

+ (w)|z=−b
]

−
(
v|z=η

) ∂η
∂t

dengan menggunakan kondisi batas (4.8) dan (4.9) maka diperoleh

ˆ η

−b

(
∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y

(
v2
)

+
∂

∂z
(wv)

)
dz =

∂

∂t

ˆ η

−b
vdz+

∂

∂x

ˆ η

−b
(uv) dz+

∂

∂y

ˆ η

−b

(
v2
)
dz

(4.22)

4.1.4.2 Ruas kanan

Pengintegralan ruas kanan, karena η dan b bebas dari z, maka,

−
ˆ η

−b

(
g
∂

∂y
(η + b)

)
dz = −g ∂

∂y
(η + b) (η + b)

= −1

2
g
∂

∂y
(η + b)2 (4.23)

Menggunakan (4.22) dan (4.23), maka integral persamaan momentum (4.21) menjadi

∂

∂t

ˆ η

−b
vdz +

∂

∂x

ˆ η

−b
(uv) dz +

∂

∂y

ˆ η

−b

(
v2
)
dz = −1

2
g
∂

∂y
(η + b)2 (4.24)

Selanjutnya kita gunakan aproksimasi
ˆ η

−b
vdz ≈ v (η + b) ,

ˆ η

−b
(uv) dz ≈ uv (η + b) ,

ˆ η

−b

(
v2
)
dz ≈ v2 (η + b)

maka persamaan momentum (4.24) menjadi

∂

∂t
[v (η + b)] +

∂

∂x
[uv (η + b)] +

∂

∂y

[
v2 (η + b)

]
= −1

2
g
∂

∂y
(η + b)2

atau

∂

∂t
[v (η + b)] +

∂

∂x
[uv (η + b)] +

∂

∂y

[
v2 (η + b) +

1

2
g (η + b)2

]
= 0 (4.25)
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4.2 Model Gelombang Air-Dangkal

Sampai disini, kita memperoleh sistem persamaan differensial dengan tiga buah per-
samaan dalam bentuk konservasi yaitu

∂η

∂t
+

∂

∂x
[u (η + b)] +

∂

∂y
[v (η + b)] = 0

∂

∂t
[u (η + b)] +

∂

∂x

[
u2 (η + b) +

1

2
g (η + b)2

]
+

∂

∂y
[vu (η + b)] = 0

∂

∂t
[v (η + b)] +

∂

∂x
[uv (η + b)] +

∂

∂y

[
v2 (η + b) +

1

2
g (η + b)2

]
= 0

selanjutnya misalkan kedalaman air (η + b) sebagai

h = η + b

maka sistem persamaan differensial diatas dapat kita tuliskan menjadi

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0 (4.26)

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2 +

1

2
gh2

)
+

∂

∂y
(huv) = 0 (4.27)

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2 +

1

2
gh2

)
= 0 (4.28)

Persamaan (4.26) diperoleh dengan menuliskan suku

∂η

∂t
=

∂

∂t
(η + b) =

∂h

∂t
.

4.3 Pelinieran Model SWE

Persamaan air dangkal (4.26), (4.27), dan (4.28) dapat dilinierkan dengan memisalkan
perubahan ketinggian permukaan gelombang cukup kecil di sekitar ketinggian per-
mukaan gelombang pada kondisi diam, yaitu

η = 0 + η′, u = 0 + u′, v = 0 + v′ (4.29)

dengan mensubstitusikan persamaan (4.29) pada persamaan air dangkal (??), (??),
(??) dan dengan mengabaikan suku-suku pada orde-2, akan diperoleh bentuk linier
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dari persamaan air dangkal

∂h

∂t
+ b

∂u

∂x
+ b

∂v

∂y
= 0 (4.30)

∂u

∂t
+ g

∂h

∂x
= 0 (4.31)

∂v

∂t
+ g

∂h

∂y
= 0 (4.32)

Kalikan persamaan (4.30) dengan
√
b dan (4.31), (4.32) dengan

√
h, maka diperoleh

∂

∂t
(η
√
g) +

∂

∂x

(
u
√
h ·
√
gh
)

+
∂

∂y

(
v
√
h ·
√
gh
)

= 0 (4.33)

∂

∂t

(
u
√
h
)

+
√
gh

∂

∂x
(η
√
g) = 0 (4.34)

∂

∂t

(
v
√
h
)

+
√
gh

∂

∂y
(η
√
g) = 0 (4.35)

Jika u
√
h dan v

√
h kita eliminasi dari persamaan-persamaan diatas, akan diperoleh

persamaan gelombang 2D sebagai berikut,

∂2

∂t2
(η
√
g) = ∇ · [gh · ∇ (η

√
g)] (4.36)

dengan kecepatan fasenya berupa c (x, y) =
√
gh, dengan h adalah fungsi terhadap x

dan y.

Persamaan vorticity diturunkan dengan cara mendefinisikan vorticity sebagai ω (x, y, t) =
∂v
∂x
−∂u
∂y
. Jika vorticity ini diterapkan pada persamaan (4.34) dan (4.35) sebagai ∂

∂x
(4.34)−

∂
∂y
(4.35), yang menghasilkan

∂ω

∂t
= 0. (4.37)

Hal ini berarti vorticity konstan terhadap waktu. Secara umum, vektor kecepatan
(u, v) dapat di dekomposisi dalam bentuk rotasi dan non rotasi, sedemikian hingga u
dan v dapat dituliskan sebagai

u = −∂ψ
∂y

+
∂φ

∂x
(4.38)

v =
∂ψ

∂x
+
∂φ

∂y
(4.39)

dengan ψ dan φ adalah fungsi arus dan kecepatan potensial. Menggunakan (4.38) dan
(4.39), persamaan (4.37) dapat dituliskan menjadi

∂ω

∂t
=

∂

∂t

(
∇2ψ

)
= 0 (4.40)
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Dengan menyelesaikan ∂
∂x
(4.34)− ∂

∂y
(4.35), akan diperoleh

∂

∂t

(
∇2φ

)
+
√
g∇2 (η

√
g) = 0 (4.41)

Bentuk rotasi dari vektor kecepatannya dapat diperoleh dengan cara mengintegralkan
vektor vorticity (4.40) terhadap waktu, sedangkan bentuk non rotasinya diperoleh dari
solusi persamaan (4.36) dan (4.41).

4.4 Syarat Batas Transparan dan Syarat Batas Serap

bagi SWE Linier 1D

Persamaan air dangkal atau shallow water equation (SWE) adalah persamaan yang
memodelkan pergerakan gelombang dalam fluida ideal dengan asumsi kedalaman fluida
relatif kecil dibanding dengan panjang gelombang. Dalam penelitian ini akan dibahas
persamaan air dangkal linier 1D dan 2D. Pada persamaan air dangkal linier 1D profil
gelombang merupakan fungsi dari variabel ruang x dan variabel waktu t.

Figure 4.1: Skema lapisan air dangkal linier 1D

Perhatikan domain fluida pada Gambar 4.1 untuk dasar yang rata dimana kedalaman
fluida adalah b, variabel h (x, t) menyatakan simpangan permukaan air dari kondisi
setimbang z = b pada saat t, dan variabel u (x, t) menyatakan komponen horizontal
kecepatan partikel fluida di permukaan pada saat t. Persamaan air dangkal linier 1D
adalah sebagai berikut:

∂η

∂t
+ b

∂u

∂x
= 0 (4.42)

∂u

∂t
+ g

∂η

∂x
= 0 (4.43)

dengan g menyatakan percepatan gravitasi. Persamaan (4.42) diperoleh dari prinsip
konservasi massa, sedangkan persamaan (4.43) diperoleh dari prinsip konservasi mo-
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mentum. Pada persamaan (4.42) dan (4.43) variabel η (x, t) dan u (x, t) saling terkait
dan dapat dituliskan dalam bentuk lain dimana persamaan untuk variabel η dan u

saling terpisah yaitu berupa dua buah persamaan gelombang berikut

∂2η

∂t2
− c2 ∂

2η

∂x2
= 0 (4.44)

∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0 (4.45)

dengan c2 = gb. Persamaan (4.44) diperoleh dengan cara eliminasi u dari persamaan
(4.42) dan (4.43). Sedangkan persamaan (4.45) diperoleh dengan cara eliminasi η
dari persamaan (4.42) dan (4.43). Dengan demikian jelaslah bahwa persamaan air
dangkal linier 1D identik dengan dua buah persamaan gelombang, sehingga solusi dari
persamaan air dangkal linier 1D sama dengan solusi persamaan gelombang.

4.4.1 Metode Lax

Metode Lax merupakan salah satu metode numerik yang biasa digunakan untuk menye-
lesaikan persamaan differensial parsial tipe hiperbolik. Metode Lax memiliki akurasi
O (∆t,∆x2) karena metode Lax merupakan modifikasi dari metode FTCS (forward
time center space) dimana nilai ηnj diganti dengan nilai rata-rata dari ηnj+1 dan ηnj−1.

Perhatikan dua hampiran berikut

∂η

∂t

∣∣∣∣n
j

=
ηn+1
j − 1

2

(
ηnj+1 + ηnj−1

)
∆t

+O (∆t) (4.46)

dan
∂u

∂x

∣∣∣∣n
j

=
unj+1 − unj−1

2∆x
+O

(
∆x2

)
(4.47)

dengan mensubstitusikan (4.46) dan (4.47) ke persamaan (4.42) maka diperoleh

ηn+1
j − 1

2

(
ηnj+1 + ηnj−1

)
∆t

+ b

(
unj+1 − unj−1

2∆x

)
= 0 (4.48)

Hal yang sama juga berlaku untuk u dimana nilai unj diganti dengan nilai rata-rata
dari unj+1 dan unj−1. Perhatikan dua hampiran berikut

∂u

∂t

∣∣∣∣n
j

=
un+1
j − 1

2

(
unj+1 + unj−1

)
∆t

+O (∆t) (4.49)

∂η

∂x

∣∣∣∣n
j

=
ηnj+1 − ηnj−1

2∆x
+O

(
∆x2

)
(4.50)
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dengan mensubstitusikan (4.49) dan (4.50) ke persamaan (4.43) maka akan diperoleh
persamaan beda sebagai berikut

un+1
j − 1

2

(
unj+1 + unj−1

)
∆t

+ g

(
ηnj+1 − ηnj−1

2∆x

)
= 0 (4.51)

Persamaan beda dikatakan stabil jika persamaan beda menghasilkan solusi yang berhingga.
Dengan mensubstitusikan ηnj = pneiaj dan unj = rneiaj ke dalam persamaan (4.48) dan
(4.51) maka akan diperoleh[

pn+1

rn+1

]
=

[
cos a −ib∆t

∆x
sin a

−ig ∆t
∆x

sin a cos a

][
pn

rn

]

atau juga dapat dituliskan sebagai[
pn+1

rn+1

]
= A

[
pn

rn

]
,

dengan matriks amplifikasi

A =

[
cos a −ib∆t

∆x
sin a

−ig ∆t
∆x

sin a cos a

]
.

Berdasarkan kriteria kestabilan Von Neumann maka norm nilai eigen dari matriks
amplifikasi haruslah ≤ 1. Nilai eigen λ dari matriks A memenuhi persamaan

(λ− cos)2 + gb
∆t2

∆x2
sin2 a = 0 (4.52)

sehingga akan diperoleh

λ1,2 = cos a± i∆t

∆x

√
gb sin a

maka agar |λ1,2| ≤ 1 haruslah
∆t

∆x

√
gb ≤ 1,

jadi metode Lax untuk persamaan air dangkal linier 1D stabil jika ∆t
∆x

√
gb ≤ 1.

4.4.2 Metode Godunov

Metode Godunov merupakan salah satu metode finite volume yang biasa dipakai un-
tuk menyelesaikan persamaan air dangkal. Perhatikan selang [0, L] pada Gambar 4.24.2
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yang dipartisi dengan ukuran selang 1
2
∆x dan titik-titik partisi x 1

2
= 0, . . . , xj− 1

2
, xj, xj+ 1

2
, . . . , xNx, xNx+ 1

2
=

L. Cell-j adalah selang
[
xj− 1

2
, xj+ 1

2

]
dan cell-j + 1

2
adalah selang [xj, xj+1] .

Figure 4.2: Staggered grid 1D

Persamaan (4.42) didiskritisasi di cell-j, sehingga η diperoleh di setiap titik grid penuh
(xj dengan j = 1, . . . , Nx), sedangkan persamaan (4.43) didiskritisasi di cell-j + 1

2
,

sehingga nilai u diperoleh disetiap titik grid tengahan (xj+ 1
2
dengan j = 1, . . . , Nx−1).

Metode Godunov untuk SWE linier 1D dapat dituliskan sebagai berikut

ηn+1
j − ηnj

∆t
+ b

(
un
j+ 1

2

− un
j− 1

2

∆x

)
= 0

un+1
j+ 1

2

− un
j+ 1

2

∆t
+ g

(
ηn+1
j+1 − ηn+1

j

∆x

)
= 0

atau

ηn+1
j − ηnj = −b∆t

∆x

(
un
j+ 1

2
− un

j− 1
2

)
(4.53)

un+1
j+ 1

2

− un
j+ 1

2
= −g∆t

∆x

(
ηn+1
j+1 − ηn+1

j

)
(4.54)

dimana

ηnj ≈
1

∆x

ˆ

cell−j

η (x, tn) dx dan unj ≈
1

∆x

ˆ

cell−j+ 1
2

u (x, tn) dx.

Diskritisasi spatial pada persamaan (4.53) dan (4.54) dilakukan dengan center space,
oleh karena itu metode ini memiliki akurasi orde dua terhadap ruang tetapi orde satu
terhadap waktu.

Perhatikan Gambar 4.3 bagian kiri, dalam hal flow positif atau u > 0, buj− 1
2
meny-

atakan fluks massa yang memasuki cell-j dari kiri xj− 1
2
, sedangkan buj+ 1

2
menyatakan

fluks massa yang keluar dari cell-j dari kanan xj+ 1
2
. Sedangkan pada Gambar 4.3 bagian
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Figure 4.3: Ilustrasi konservasi massa dan momentum

kanan, gηj menyatakan momentum yang memasuki cell-j + 1
2
dari kiri xj, sedangkan

gηj+1 menyatakan momentum yang keluar dari cell-j + 1
2
dari kanan xj+1. Dengan

demikian persamaan (4.53) secara tepat menyatakan kekekalan massa untuk cell-j,
demikian juga persamaan (4.54) secara tepat menyatakan kekekalan momentum untuk
cell-j + 1

2
.

Perhatikan ruas kanan dari persamaan (4.54), nilai η yang digunakan adalah nilai η
pada waktu tn+1, hal ini penting untuk mendapatkan persamaan beda yang stabil.
Meskipun dihitung di waktu tn+1, persamaan diskrit (4.53) dan (4.54) masih termasuk
metode eksplisit.

Syarat kestabilan Von Neumann dari persamaan diskrit (4.53) dan (4.54) akan ditun-
jukkan. Substitusikan ηnj = pneiaj dan un

j+ 1
2

= rneia(j+
1
2) ke dalam persamaan (4.53)

dan (4.54) sehingga diperoleh[
1 0

2ig ∆t
∆x

sin
(
a
2

)
1

][
pn+1

rn+1

]
=

[
1 −2ib∆t

∆x
sin
(
a
2

)
0 1

][
pn

rn

]

atau dapat juga dituliskan sebagai[
pn+1

rn+1

]
= A

[
pn

rn

]
,

dengan matriks amplifikasi

A =

[
1 −2ib∆t

∆x
sin
(
a
2

)
−2ig ∆t

∆x
sin
(
a
2

)
1− 4gb∆t2

∆x2
sin2

(
a
2

) ] .
Berdasarkan kriteria kestabilan Von Neumann maka norm nilai eigen dari matriks
amplifikasi A haruslah lebih kecil atau sama dengan satu. Nilai eigen λ dari matriks
A memenuhi

(λ− 1)

(
λ−

(
1− 4gb

∆t2

∆x2
sin2

(a
2

)))
+ 4gb

∆t2

∆x2
sin2

(a
2

)
= 0
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atau dapat juga disederhanakan menjadi

λ2 − 2

(
1− 2gb

∆t2

∆x2
sin2

(a
2

))
λ+ 1 = 0,

dengan menotasikan c = 1− 2gb∆t2

∆x2
sin2

(
a
2

)
, selanjutnya diperoleh

λ2 − 2cλ+ 1 = 0 (4.55)

Persamaan (4.55) memiliki solusi

λ1,2 = c±
√
c2 − 1.

Kasus 1: c2 > 1, untuk c > 1 diperoleh |λ1| =
∣∣c+
√
c2 − 1

∣∣ > 1, sedangkan untuk
c < −1 diperoleh |λ2| =

∣∣c−√c2 − 1
∣∣ > 1 sehingga untuk c2 > 1, metode tidak stabil.

Kasus 2: c2 ≤ 1 maka λ1,2 = c ± i
√

1− c2 sehingga |λ1,2| =
∣∣c± i√1− c2

∣∣ =√
c2 + (1− c2) = 1. Jadi jika c2 ≤ 1 maka metode tersebut selalu stabil.

Jadi syarat kestabilan metode Godunov untuk persamaan air dangkal linier 1D adalah
−1 ≤ c = 1 − 2gb∆t2

∆x2
sin2

(
a
2

)
≤ 1, yang dapat disederhanakan menjadi ∆t

∆x

√
gb ≤ 1.

Selanjutnya karena |λ1,2| = 1 maka diskritisasi ini bersifat non dissipative, artinya error
difusi numerik tidak ada.

4.5 Syarat Batas Serap bagi SWE Linier 2D

Pada persamaan air dangkal linier 2D profil gelombang merupakan fungsi dari variabel
ruang x dan y, serta variabel waktu t. Persamaan air dangkal linier 2D adalah sebagai
berikut

∂h

∂t
+ b

∂u

∂x
+ b

∂v

∂y
= 0 (4.56)

∂u

∂t
+ g

∂h

∂x
= 0 (4.57)

∂v

∂t
+ g

∂η

∂y
= 0 (4.58)

dimana variabel h menyatakan simpangan permukaan air dari kondisi setimbang z = b,

variabel u menyatakan kecepatan partikel fluida di permukaan pada arah sumbu x,

variabel v menyatakan kecepatan partikel fluida di permukaan pada arah sumbu y,

dan g menyatakan percepatan gravitasi.
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4.5.1 Metode Lax

Metode Lax dua dimensi memiliki akurasi O (∆t,∆x2,∆y2) karena metode Lax meru-
pakan modifikasi dari metode FTCS (forward time center space). Metode Lax untuk
persamaan air dangkal linier 2D dapat dituliskan sebagai berikut

hn+1
j,k − 1

2

(
hnj+1,k+1 + hnj−1,k−1

)
∆t

+ b

(
unj+1,k − unj−1,k

2∆x

)
+ b

(
vnj,k+1 − vnj,k−1

2∆y

)
= 0

(4.59)

un+1
j,k − 1

2

(
unj+1,k + unj−1,k

)
∆t

+ g

(
hnj+1,k − hnj−1,k

2∆x

)
= 0

(4.60)

vn+1
i,j − 1

2

(
vnj,k+1 + vnj,k−1

)
∆t

+ g

(
hnj,k+1 − hnj,k−1

2∆y

)
= 0

(4.61)

Persamaan beda dikatakan stabil jika persamaan beda menghasilkan solusi yang berhingga.
Dengan mensubstitusikan hnj,k = pneia(j+k), unj,k = rneia(j+k), dan vnj,k = sneia(j+k) ke
dalam persamaan diskrit (4.59), (4.60), dan (4.61) maka akan diperoleh

 pn+1

rn+1

sn+1

 =

 cos a −ib∆t
∆x

sin a −ib∆t
∆y

sin a

−g ∆t
∆x

sin a cos a 0

−g ∆t
∆y

sin a 0 cos a


 pn

rn

sn


atau dapat juga dituliskan sebagai pn+1

rn+1

sn+1

 = A

 pn

rn

sn

 ,
dengan matriks amplifikasi

A =

 cos a −ib∆t
∆x

sin a −ib∆t
∆y

sin a

−g ∆t
∆x

sin a cos a 0

−g ∆t
∆y

sin a 0 cos a

 .

Berdasarkan kriteria kestabilan Von Neumann maka norm nilai eigen dari matriks
amplifikasi A haruslah lebih kecil atau sama dengan satu. Dengan penyederhanaan
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∆x = ∆y maka nilai eigen λ dari matriks A memenuhi

(λ− cos a)

(
(λ− cos a)2 − 2igb

∆t2

∆x2
sin2 a

)
= 0.

Untuk λ = cos a jelas |λ| ≤ 1, sedangkan untuk

(λ− cos a)2 − 2igb
∆t2

∆x2
sin2 a = 0

akan diperoleh akar-akar

λ1,2 = cos a± i∆t

∆x
sin a

√
2gb

maka agar |λ1,2| ≤ 1 haruslah
∆t

∆x

√
2gb ≤ 1,

jadi metode Lax untuk persamaan air dangkal linier 2D akan stabil jika ∆t
∆x

√
2gb ≤ 1.

4.5.2 Metode Godunov

Perhatikan domain komputasi [0, Lx] × [0, Ly] pada gambar 4.4 berikut ini. Selang
[0, Lx] dipartisi dengan ukuran selang 1

2
∆x dengan titik-titik partisi x 1

2
= 0, x1, . . . ,

xj− 1
2
, xj, xj+ 1

2
, . . . , xNx, xNx+ 1

2
= Lx. Demikian pula selang [0, Ly] dipartisi dengan

ukuran selang 1
2
∆y dengan titik-titik partisi y 1

2
= 0, y1, . . . , yk− 1

2
, yk, yk+ 1

2
, . . . , yNy, yNy+ 1

2
=

Ly.

Figure 4.4: Staggered grid 2D (Arakawa C-Grid)
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Cell 〈j, k〉 adalah daerah
[
xj− 1

2
, xj+ 1

2

]
×
[
yk− 1

2
, yk+ 1

2

]
, cell

〈
j + 1

2
, k
〉
adalah daerah

[xj, xj+1] ×
[
yk− 1

2
, yk+ 1

2

]
, dan cell

〈
j, k + 1

2

〉
adalah daerah

[
xj− 1

2
, xj+ 1

2

]
× [yk, yk+1] .

Persamaan (4.59) didiskritisasi di cell 〈j, k〉 , sehingga nilai h diperoleh di setiap titik
grid (xj, yk) dengan j = 1, . . . , Nx dan k = 1, . . . , Ny. Persamaan (4.60) didiskritisasi
di cell

〈
j + 1

2
, k
〉
, sehingga nilai u diperoleh disetiap titik grid

(
xj+ 1

2
, yk

)
dengan j =

1, . . . , Nx − 1 dan k = 1, . . . , Ny. Persamaan (4.61) di diskritisasi di cell
〈
j, k + 1

2

〉
,

sehingga nilai v diperoleh di setiap titik grid
(
xj, yk+ 1

2

)
dengan j = 1, . . . , Nx dan

k = 1, . . . , Ny − 1.

Metode Godunov untuk persamaan air dangkal linier 2D dapat dituliskan sebagai
berikut

hn+1
j,k − hnj,k

∆t
+ b

(
un
j+ 1

2
,k
− un

j− 1
2
,k

∆x

)
+ b

(
vn
j,k+ 1

2

− vn
j,k− 1

2

∆y

)
= 0 (4.62)

un+1
j+ 1

2
,k
− un

j+ 1
2
,k

∆t
+ g

(
hn+1
j+1,k − h

n+1
j,k

∆x

)
= 0 (4.63)

vn+1
j,k+ 1

2

− vn
j,k+ 1

2

∆t
+ g

(
hn+1
j,k+1 − h

n+1
j,k

∆y

)
= 0 (4.64)

Lihat Gambar 3.2, persamaan (4.62) berlaku di setiap titik grid (xj, yk) dengan j =

1, . . . , Nx dan k = 1, . . . , Ny. Bagian b · uj− 1
2
,k menyatakan fluks massa yang masuk

pada cell 〈j, k〉melalui sisi kiri, sedangkan bagian b·uj+ 1
2
,k menyatakan fluks massa yang

keluar dari cell 〈j, k〉 melalui sisi kanan. Demikian juga bagian b · vj,k+ 1
2
menyatakan

fluks massa yang masuk pada cell 〈j, k〉 melalui sisi bawah, sedangkan bagian b · vj,k+ 1
2

menyatakan fluks massa yang keluar dari cell 〈j, k〉 melalui sisi atas. Demikianlah
persamaan (4.62) menyatakan secara tepat konservasi massa untuk cell 〈j, k〉 .

Lihat Gambar 4.6 bagian kiri, persamaan (4.63) berlaku pada setiap titik grid
(
xj+ 1

2
, yk

)
dengan j = 1, . . . , Nx−1 dan k = 1, . . . , Ny. Perhatikan momentum ghj,k yang mema-
suki cell

〈
j + 1

2
, k
〉
dan momentum ghj+1,k yang keluar dari cell

〈
j + 1

2
, k
〉
maka ter-

lihat bahwa persamaan (4.63) menyatakan secara tepat konservasi momentum untuk
cell

〈
j + 1

2
, k
〉
.

Lihat Gambar (4.6) bagian kanan, persamaan (4.64) berlaku pada setiap titik grid(
xj, yk+ 1

2

)
dengan j = 1, . . . , Nx dan k = 1, . . . , Ny − 1. Perhatikan momentum ghj,k

yang memasuki cell
〈
j, k + 1

2

〉
dan momentum ghj,k+1 yang keluar dari cell

〈
j, k + 1

2

〉
maka terlihat bahwa persamaan (4.64) menyatakan secara tepat konservasi momentum
untuk cell

〈
j, k + 1

2

〉
.

Perhatikan ruas kanan dari persamaan (4.63) dan (4.64), nilai h yang digunakan adalah
nilai h pada waktu tn+1, hal ini penting untuk mendapatkan persamaan beda yang
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Figure 4.5: Ilustrasi konservasi massa 2D

Figure 4.6: Ilustrasi konservasi momentum 2D

stabil. Meskipun dihitung di waktu tn+1, persamaan diskrit (4.62), (4.63), dan (4.64)
masih termasuk metode eksplisit.

Syarat kestabilan Von Neumann dari persamaan diskrit (4.62), (4.63), dan (4.64)
akan ditunjukkan. Substitusikan hnj,k = pneia(j+k), un

j+ 1
2
,k

= rneia(j+
1
2
,k), dan vn

j,k+ 1
2

=

sneia(j+k+ 1
2) ke dalam persamaan diskrit (4.62), (4.63), dan (4.64) sehingga diperoleh pn+1

rn+1

sn+1

 =

 1 −2ib∆t
∆x

sin
(
a
2

)
−2ib∆t

∆y
sin
(
a
2

)
−2ig ∆t

∆x
sin
(
a
2

)
1− 4gb

(
∆t
∆x

)2
sin2

(
a
2

)
−4gb ∆t2

∆x∆y
sin2

(
a
2

)
−2ig ∆t

∆x
sin
(
a
2

)
−4gb ∆t2

∆x∆y
sin2

(
a
2

)
1− 4gb

(
∆t
∆x

)2
sin2

(
a
2

)

 pn

rn

sn


atau dapat juga dituliskan sebagai pn+1

rn+1

sn+1

 = A

 pn

rn

sn

 ,
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dengan matriks amplifikasi

A =

 1 −2ib∆t
∆x

sin
(
a
2

)
−2ib∆t

∆y
sin
(
a
2

)
−2ig ∆t

∆x
sin
(
a
2

)
1− 4gb

(
∆t
∆x

)2
sin2

(
a
2

)
−4gb ∆t2

∆x∆y
sin2

(
a
2

)
−2ig ∆t

∆x
sin
(
a
2

)
−4gb ∆t2

∆x∆y
sin2

(
a
2

)
1− 4gb

(
∆t
∆x

)2
sin2

(
a
2

)


Berdasarkan kriteria kestabilan Von Neumann maka norm nilai eigen dari matriks
amplifikasi A haruslah lebih kecil atau sama dengan satu. Dengan penyederhanaan
∆x = ∆y maka nilai eigen λ dari matriks A memenuhi

(λ− 1)

(
λ2 − 2

(
1− 4gb

∆t2

∆x2
sin2

(a
2

))
λ+ 1

)
= 0,

untuk λ = 1 jelas metode stabil, dengan mensubstitusikan

β = 1− 4gb
∆t2

∆x2
sin2

(a
2

)
ke dalam

λ2 − 2

(
1− 4gb

∆t2

∆x2
sin2

(a
2

))
λ+ 1 = 0

selanjutnya akan diperoleh
λ2 − 2βλ+ 1 = 0 (4.65)

Persamaan (4.65) memiliki solusi

λ1,2 = β ±
√
β2 − 1.

Kasus 1: β2 > 1, untuk β > 1 diperoleh

|λ1| =
∣∣∣β +

√
β2 − 1

∣∣∣ > 1,

sedangkan untuk β < −1 diperoleh

|λ2| =
∣∣∣β −√β2 − 1

∣∣∣ > 1

sehingga untuk β2 > 1, metode tidak stabil.

Kasus 2: β2 < 1 maka
λ1,2 = β ± i

√
1− β2

sehingga
|λ1,2| =

∣∣∣β ± i√1− β2

∣∣∣ =
√
β2 + (1− β2) = 1.
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Jadi jika β2 ≤ 1 maka metode selalu stabil.

Jadi syarat kestabilan metode Godunov untuk persamaan air dangkal linier 2D adalah

−1 ≤ β = 1− 4gb
∆t2

∆x2
sin2

(a
2

)
≤ 1,

yang dapat disederhanakan menjadi

∆t

∆x

√
2gb ≤ 1.

Selanjutnya karena |λ1,2| = 1 maka solusi numerik bersifat non dissipative, artinya
solusi numerik tidak mengalami damping.

4.5.3 Plane Wave dan Circular Wave

Muka gelombang atau front gelombang adalah tempat kedudukan titik-titik yang memi-
liki fase yang sama pada gelombang. Ada dua macam muka gelombang, yaitu muka
gelombang lurus dan muka gelombang lingkaran, seperti terlihat pada Gambar 4.7
berikut

Figure 4.7: Gelombang bidang dan gelombang melingkar

Setiap gelombang merambat dengan arah tertentu. Arah rambat suatu gelombang
disebut sinar gelombang. Sinar gelombang pada muka gelombang lurus berbentuk garis
lurus yang tegak lurus pada muka gelombang tersebut, seperti terlihat pada gambar
4.7 sebelah kiri. Sinar gelombang pada muka gelombang lingkaran berbentuk garis
lurus berarah radial keluar dari sumber gelombang, seperti terlihat pada Gambar 4.7
bagian kanan.
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Gelombang bidang atau plane wave adalah gelombang yang memiliki muka gelombang
berbentuk garis lurus. Rumus umum gelombang bidang adalah

h (x, y, t) = Aei(k̄r̄−ωt) (4.66)

dengan

r̄ =

[
x

y

]
menyatakan vektor posisi, A menyatakan amplitudo, ω menyatakan frekuensi sudut,
dan

k̄ =

[
k cos θ

k sin θ

]
menyatakan vektor bilangan gelombang, dimana θ adalah sudut antara sinar gelombang
dengan sumbu-x.

Gelombang melingkar atau circular wave adalah gelombang yang memiliki muka gelom-
bang berbentuk lingkaran. Syarat awal gelombang melingkar yang dipakai dalam sim-
ulasi ini adalah

h (x, y) =

A cos

(
π

2R0

√
(x− a)2 + (y − b)2

)
, untuk (x− a)2 + (y − b)2 ≤ R2

0

0, untuk yang lainnya

dengan A menyatakan amplitudo gelombang, R0 menyatakan jari-jari awal gelombang
melingkar, dan (a, b) menyatakan pusat gelombang melingkar.

4.5.4 Simulasi Syarat Batas Serap

Untuk mendapatkan syarat batas serap 2D, tidak semudah pada 1D, hal ini disebabkan
gelombang 2D yang datang pada batas belum tentu memiliki muka gelombang yang se-
jajar dengan batas. Perhatikan domain komputasi pada gambar 4.5 domain sebenarnya
[0, Lx]× [0, Ly] diperluas menjadi [−c, Lx+ c]× [−c, Ly + c] .

Dengan analogi yang serupa pada kasus satu dimensi, jika diinginkan gelombang yang
menabrak batas terserap sempurna dan tidak ada bagian dari gelombang yang me-
mantul maka dipasang sepon pada batas. Untuk memodelkan peredaman gelombang di
daerah sepon, maka digunakan persamaan air dangkal linier 2D dengan faktor redaman
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Figure 4.8: Ilustrasi syarat batas serap 2D

berikut

∂h

∂t
+ b

∂u

∂x
+ b

∂v

∂y
+ kh = 0 (4.67)

∂u

∂t
+ g

∂h

∂x
+ hu = 0 (4.68)

∂v

∂t
+ g

∂h

∂y
+ kv = 0 (4.69)

Untuk menguji syarat batas serap yang telah diformulasikan maka dilakukan simulasi
dengan data: ukuran domain sebenarnya [0, Lx]× [0, Ly] dimana Lx = Ly = 24, lebar
selang ∆x = ∆y = 0.2, percepatan gravitasi (g = 10), kedalaman dasar air (b = 10),
konstanta redaman (k = 0.9), lebar sepon (c = 16), dan ukuran time step

∆t =
∆x√
2gb

.

Simulasi syarat batas serap untuk persamaan air dangkal linier 2D yang didiskritisasi
menggunakan metode Godunov dengan syarat awal berupa plane wave yang ampli-
tudonya sama dengan satu dan sinar gelombangnya sejajar dengan sumbu-x, seperti
terlihat pada Gambar 4.6 bagian (a), kemudian bagian (b) menunjukkan gelombang
awal telah terpecah menjadi dua gelombang, yang satu bergerak ke kanan dan yang
lain bergerak ke kiri, selanjutnya bagian (c) memperlihatkan gelombang yang mulai
terserap pada batas, dan akhirnya bagian (d) menunjukkan bahwa gelombang sudah
terserap sempurna. Simulasi dengan metode Lax juga memberikaqn hasil yang sama.
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Figure 4.9: Plane wave h (x, y, t)dengan θ untuk (a) t = 0 s (b) t = 0.16 s

Figure 4.10: Plane wave h (x, y, t)dengan θ untuk (c) t = 0.84 s (d) t = 1 s

Simulasi syarat batas serap untuk persamaan air dangkal linier 2D yang didiskritisasi
menggunakan metode Lax maupun Godunov dengan syarat awal berupa plane wave
yang amplitudonya sama dengan satu dan sinar gelombangnya membentuk sudut θ =

π/4 dengan sumbu-x,memberikan hasil seperti yang terlihat pada Gambar 4.11.

Selanjutnya simulasi syarat batas serap untuk persamaan air dangkal linier 2D yang
didiskritisasi menggunakan metode Godunov maupun metode Lax dengan syarat awal
berupa circular wave yang amplitudonya sama dengan satu, dengan jari-jari awal (R0 =

4), seperti terlihat pada gambar 4.13 bagian (a), kemudian bagian (b) menunjukkan
gelombang awal telah memancar secara radial, selanjutnya bagian (c) memperlihatkan
gelombang yang mulai terserap pada batas, bagian (d) menunjukkan gelombang sudah
terserap sempurna.
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Figure 4.11: Plane wave h (x, y, t) dengan θ = π/4 untuk (a) t = 0 s, (b) t = 0.16 s

Figure 4.12: Plane wave h (x, y, t) dengan θ = π/4 untuk (c) t = 0.79 s, (d) t = 1 s

4.5.5 Pengamatan Hasil Simulasi

Koefisien pantul adalah perbandingan antara amplitudo gelombang pantul dengan am-
plitudo gelombang mula-mula, yang dapat dituliskan sebagai

R =
A

A0

(4.70)

dengan R menyatakan koefisien pantul, A0 menyatakan amplitudo gelombang mula-
mula, dan A menyatakan amplitudo gelombang pantul.

Nilai koefisien pantul dari simulasi syarat batas serap untuk persamaan air dangkal
linier 2D dapat dilihat pada Tabel 4.1 4.1 dan Tabel 4.2 berikut ini.

Dari Tabel 4.1 terlihat bahwa untuk gelombang yang memiliki muka gelombang yang
sejajar dengan batas yaitu φ = 0 dan φ = π

2
akan terserap sempurna (R = 0). Untuk
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Figure 4.13: Circular wave h (x, y, t) untuk (a) t = 0 s, (b) t = 0.23 s

Figure 4.14: Circular wave h (x, y, t) untuk (c) t = 1.26 s, (d) t = 2.2 s

plane wave, simulasi dengan metode Lax dan metode Godunov mendapatkan nilai
koefisien pantul yang hampir sama.

Dari Tabel 4.2 terlihat bahwa untuk circular wave, simulasi dengan metode Godunov
mendapatkan nilai koefisien pantul yang lebih baik daripada metode Lax.

Untuk konstanta redaman tertentu (0 < k ≤ 0.9) terdapat lebar lapisan sepon minimal
agar mendapatkan nilai koefisien pantul seperti pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2. Hubun-
gan antara konstanta redaman dengan lebar lapisan sepon minimal dapat dilihat pada
Tabel

Dari Tabel 4.3 terlihat bahwa lebar sepon berbanding terbalik dengan konstanta redaman
yang digunakan, sehingga untuk konstanta redaman yang lebih kecil dibutuhkan lapisan
sepon yang lebih besar.
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Table 4.1: Koefisien pantul R untuk plane wave
θ Metode Lax Metode Godunov
0 0 0
π
6

0.0028 0.0024
π
4

0.0029 0.0019
π
3

0.0028 0.0024
π
2

0 0

Table 4.2: Koefisien pantul R untuk circular wave
Metode Lax Metode Godunov

0.0075 0.0029

4.6 Aplikasi pada Tsunami

Persamaan air dangkal linier yang diturunkan pada subbab sebelumnya

∂2

∂t2
(η
√
g) = ∇ [gh · ∇ (η

√
g)] , (4.71)

merupakan model yang sangat baik untuk mensimulasikan perambatan Tsunami pada
lautan lepas pantai, yang sangat jauh dari daratan. Meskipun kedalaman rata-rata
lautan lepas ±4 km, tetapi panjang gelombang dari Tsunami lebih dari 100 km.

persamaan (4.71) menunjukkan bahwa kecepatan sesaat dari perambatan Tsunami,
dalam berbagai arah adalah

cp = cg =
√
gh (x, y), (4.72)

dengan tanpa adanya dispersi.

Di dekat daratan atau di sekitar pantai, panjang gelombang Tsunami akan terus
berubah menjadi lebih pendek, dan sebaliknya ketinggian permukaanya akan semakin
meninggi, sedemikian hingga model linier tidak dapat digunakan lagi. Model nonlin-
ier persamaan air dangkal menjadi hiperbolik, model tersebut dapat dipakai untuk
mensimulasikan perpecahan gelombang di perairan sekitar pantai.
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Table 4.3: Lebar lapisan sepon minimal untuk beberapa nilai konstanta redaman
Konstanta redaman Lebar lapisan sepon minimal

0.1 70
0.3 50
0.5 36
0.7 24
0.9 16

4.7 Solusi Persamaan Air Dangkal

4.7.1 Solusi numerik persamaan gelombang air dangkal

Persamaan kontinuitas dalam bentuk (??), serta persamaan momentum (??) dan (??)
inilah yang dikenal sebagai persamaan gelombang air-dangkal atau SWE. Persamaan
gelombang air dangkal dapat digunakan untuk memodelkan perambatan gelombang
di air atau di fluida yang tak termampatkan lainnya. Persamaan gelombang air dan-
gkal digunakan jika kedalaman fluida cukup kecil jika di bandingkan dengan panjang
gelombangnya. Persamaan-persamaan tersebut adalah sebagai berikut

∂

∂t
h+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2 +

1

2
gh2

)
+

∂

∂y
(huv) = −gh ∂

∂x
b

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2 +

1

2
gh2

)
= −gh ∂

∂y
b

dengan h = h (x, y, t) adalah ketinggian permukaan air, u = u (x, y, t) dan v = v (x, y, t)

kecepatan-kecepatan dalam arah horizontal, b = b (x, y) adalah profile atau struktur
dasar saluran, dan g percepatan gravitas. Sistem persamaan tersebut dapat dituliskan
dalam bentuk yang lebih kompak sebagai

∂

∂t
U +

∂

∂x
F (U) +

∂

∂y
G (U) = Sb (U) (4.73)
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dengan,

U = (h, hu, hv)T

F (U) =

(
hu, hu2 +

1

2
gh2, huv

)T
G (U) =

(
hv, huv, hv2 +

1

2
gh2

)T
Sb = (0,−ghbx,−ghby)

Sistem persamaan (4.73) akan kita selesaikan dengan menggunakan metode finite fvol-
ume.

4.7.2 Pengintegralan dan pendiskritan

Gunakan notasi simbolik
F (U) = (F (U) , G (U)) , (4.74)

Sistem persamaan (4.73) dapat dituliskan dalam bentuk yang lebih sederhana menjadi

∂

∂t
U +∇ · F = Sb, (4.75)

dengan ∇ adalah operator differensial (∂/∂x, ∂/∂y) dan ∇ · F adalah divergence dari F .

Domain komputasi dibagi menjadi sejumlah volume hingga Ci, dan integral permukaan
dihitung untuk setiap volume tersebut, yaitu

ˆ
Ci

∂

∂t
UdA+

ˆ
Ci

∇ · FdA =

ˆ
Ci

SbdA (4.76)

Jika teori divergen diterapkan pada suku yang kedua, yaitu dengan mengubah integral
permukaan menjadi integral garis sepanjang Γi, maka diperoleh

ˆ
Ci

∂

∂t
UdA+

ˆ
Γi

F · ηdl =

ˆ
Ci

SbdA (4.77)

Jika suku yang kedua dipindah ke ruas kanan akan diperoleh
ˆ
Ci

∂

∂t
UdA =

ˆ
Γi

F · (−η) dl +

ˆ
Ci

SbdA (4.78)
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4.7.3 Pendiskritan turunan terhadap waktu

Solusi dari persamaan (4.78) di hampiri dengan sejumlah titik diskritUn
i , konstan pada

setiap cell Ci dan waktu tn, Turunan terhadap waktu didiskritkan menggunakan beda
maju

∂

∂t
U

∣∣∣∣
Ci,tn

≈ Un+1
i − Un

i

∆t

sehingga persamaan (4.77) menjadi

ˆ
Ci

Un+1
i − Un

i

∆t
dA+

ˆ
Γi

F · ηdl =

ˆ
Ci

SbdA (4.79)

Pada suku pertama, Un+1
i , Un

i dan ∆t bernilai konstan dalam setiap cell, sehingga
integralnya dapat dituliskan menjadi

ˆ
Ci

Un+1
i − Un

i

∆t
dA =

Un+1
i − Un

i

∆t
Ai (4.80)

Suku kedua dari persamaan (4.79), integral garis tersebut di pecah menjadi jumlah
dari integral-integral sepanjang setiap sisi Γij, j ∈ Ki

ˆ
Γi

F · ηdl =
∑
j∈Ki

ˆ
Γij

F · ηdl (4.81)

Integral permukaan dari suku eksternal di pecah menjadi jumlah dari integral-integral
sepanjang subcell Tij, j ∈ Ki

ˆ
Ci

SbdA =
∑
j∈Ki

ˆ
Tij

SbdA (4.82)

sehingga (4.79) menjadi

Un+1
i − Un

i

∆t
Ai +

∑
j∈Ki

ˆ
Γij

F · ηdl =
∑
j∈Ki

ˆ
Tij

SbdA (4.83)

4.7.4 Simulasi 1

Berikut ini di sajikan hasil simulasi untuk t = 1, t = 2.5, t = 5, dan t = 10, Lihat
gambar 4.15, 4.16, 4.17, dan 4.18.
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Figure 4.15: Hasil simulasi pada saat t = 1

4.7.5 Simulasi 2

Pada simulasi 2, hasil pada gambar 4.19 dan 4.20 merupakan profile permukaan gelom-
bang yang diperoleh dengan menyelesaikan persamaan SWE (4.71).
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Figure 4.16: Hasil Simulasi pada saat t = 2.5

Figure 4.17: Hasil simulasi pada saat t = 5
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Figure 4.18: Hasil simulasi pada saat t = 10
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Figure 4.19: Solusi numerik SWE linier 2D
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Figure 4.20: Simulasi SWE dalam 1D
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BAB V
Penutup

5.1 Kesimpulan

Dalam penurunan persamaan gelombang air-dangkal (SWE), digunakan persamaan
kontinuitas dan persamaan momentum dengan mengabaikan variasi kecepatan vertikal
fungsi potensial w. Model yang dihasilkan berupa tiga buah sistem persamaan differ-
ensial nonlinier dimensi-2 (2D).

Untuk perambatan Tsunami di tengah lautan yang jauh dari pantai, kita dapat mere-
duksi model SWE yang diperoleh ke dalam bentuk yang linier. Jika pengamatan
dilakukan dari satu arah, maka model SWE tersebut dapat di reduksi lagi kedalam
bentuk 1D.

Untuk perambatan Tsunami yang dekat pantai, maka harus dipertimbangkan peruba-
han kedalaman dasar perairannya. Karena secara default semakin dekat ke pantai,
kedalaman dasar perairannya akan semakin berkurang. Hal ini akan menimbulkan
efek peninggian terhadap permukaan gelombang. Di samping itu di sekitar pantai,
akan terjadi pemantulan gelombang yang disebabkan oleh adanya tabrakan sebagian
gelombang yang sampai ke dinding atau tepi pantai terlebih dahulu. Dan karena ben-
tuk dari tepian pantai tidak linier atau sebagian besar tidak beraturan, maka harus
dipertimbangkan pula efek penyebaran gelombang.

Untuk mengamati bagaimana gelombang menyebar menuju ke pantai dan bagaimana
perambatannya, dilakukan simulasi dengan menyelesaikan model SWE yang diperoleh
dengan menggunakan metode Volume Hingga. Proses pendiskritan dengan metode
volume hingga dilakukan dengan cara mengintegralkan persamaan diferensial terhadap
semua variabel yang berpengaruh dan menghampiri persamaan integral dengan meng-
gunakan definisi dari fluks.
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Dengan menggunakan metode volume hingga ini, kita dapat menyelesaikan model SWE
baik yang linier maupun nonlinier dengan skema eksplisit, yang mana komputasi yang
diperlukan jauh lebih efisien dibandingkan dengan skema yang implisit. Metode

5.2 Saran

Pada penelitian ini, model SWE diselesaikan dengan menggunakan kondisi batas Dirich-
let, dengan memisalkan ketinggian permukaan air di batas selalu sama dengan nol.
Untuk penelitian selanjutnya, akan digunakan pendekatan Riemann untuk mengatur
kondisi pada batas yang sesuai dengan kondisi yang terjadi pada batas sesungguhnya.
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Lampiran-1:

Log-Book Kegiatan Penelitian

No Hari, dan Tanggal Tempat Uraian Tugas Tanda
Tangan

1. 5 Juni 2014 Lab.
Komputer

Menurunkan persamaan
kontinuitas

2. 12 Juni 2014 Lab.
Komputer

Menurunkan persamaan
momentum

3. 19 Juni 2014 Lab.
Komputer

Menurunkan persamaan
Bernoulli

4. 3 Juli 2014 Lab.
Komputer

Menentukan kondisi batas
kinematik dan dinamik

5. 17 Juli 2014 Lab.
Komputer

Menurunkan persamaan
air-dangkal (SWE) 2D
nonlinier

6. 7 Agustus 2014 Lab.
Komputer

Mereduksi SWE 2D ke
dalam bentuk yang linier

7. 21 Agustus 2014 Lab.
Komputer

Mereduksi SWE ke dalam
ruang 1D

8. 28 Agustus 2014 Lab.
Komputer

Membuat prosedur
penyelesaian SWE
menggunakan metode
volume hingga (FVM)
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No Hari, dan Tanggal Tempat Uraian Tugas Tanda
Tangan

9. 11 September 2014 Lab.
Komputer

Diskretisasi SWE 2D linier
menggunakan FVM

10. 18 September 2014 Lab.
Komputer

Diskretisasi SWE 2D
nonlinier menggunakan
FVM

11. 25 September 2014 Lab.
Komputer

Analisis konvergensi pada
model diskrit dari SWE

12. 2 Oktober 2014 Lab.
Komputer

Membuat program simulasi
untuk SWE yang linier

13. 16 Oktober 2014 Lab.
Komputer

Membuat program simulasi
untuk SWE nonlinier

14. 23 Oktober 2014 Lab.
Komputer

Menulis Laporan

Malang, 31 Oktober 2014

Mengetahui,
Kepala Lab. Komputer Dasar

Ari Kusumastuti, M.Pd
NIP. 19770521 200501 2 004
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Lampiran-2:
Kode Program

function solusi_SWE
n = 64 ;
g = 9 . 8 ;
dt = 0 . 0 1 ;
dx = 1 . 0 ;
dy = 1 . 0 ;
np lo t s t ep = 8 ;
ndrops = 1 ;
dropstep = 200 ;
D = drop l e t ( 1 . 5 , 2 1 ) ;
[ s u r f p l o t , top , r e s t a r t , quit ] = i n i t g r a p h i c s (n) ;
while get (quit , ’ va lue ’ ) == 0

set ( r e s t a r t , ’ va lue ’ , 0 )
H = ones (n+2,n+2) ;
U = zeros (n+2,n+2) ;
V = zeros (n+2,n+2) ;
Hx = zeros (n+1,n+1) ;
Ux = zeros (n+1,n+1) ;
Vx = zeros (n+1,n+1) ;
Hy = zeros (n+1,n+1) ;
Uy = zeros (n+1,n+1) ;
Vy = zeros (n+1,n+1) ;
ndrop = ce i l (rand∗ndrops ) ;
nstep = 0 ;

while get ( r e s t a r t , ’ va lue ’ )==0 && get (quit , ’ va lue ’ )==0
nstep = nstep + 1 ;
i f mod( nstep , dropstep ) == 0 && nstep <= ndrop∗dropstep

w = s ize (D, 1 ) ;
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i = ce i l (rand∗(n−w) ) +(1:w) ;
j = ce i l (rand∗(n−w) ) +(1:w) ;
H( i , j ) = H( i , j ) + (1+4∗rand ) /5∗D;

end
H( : , 1 ) = H( : , 2 ) ;
U( : , 1 ) = U( : , 2 ) ;
V( : , 1 ) = −V( : , 2 ) ;
H( : , n+2) = H( : , n+1) ;
U( : , n+2) = U( : , n+1) ;
V( : , n+2) = −V( : , n+1) ;
H( 1 , : ) = H( 2 , : ) ;
U( 1 , : ) = −U( 2 , : ) ;
V( 1 , : ) = V( 2 , : ) ;
H(n+2 , :) = H(n+1 , :) ;
U(n+2 , :) = −U(n+1 , :) ;
V(n+2 , :) = V(n+1 , :) ;

i = 1 : n+1;
j = 1 : n ;
Hx( i , j ) = (H( i +1, j +1)+H( i , j +1) ) /2 − dt /(2∗dx ) ∗(U( i +1, j +1)−U( i

, j +1) ) ;
Ux( i , j ) = (U( i +1, j +1)+U( i , j +1) ) /2 − dt /(2∗dx ) ∗ ( (U( i +1, j +1)

.^2 . /H( i +1, j +1) + g/2∗H( i +1, j +1) .^2) − U( i , j +1) .^2 . /H( i , j
+1) + g/2∗H( i , j +1) .^2) ) ;

Vx( i , j ) = (V( i +1, j +1)+V( i , j +1) ) /2 − dt /(2∗dx ) ∗ ( (U( i +1, j +1) .∗V
( i +1, j +1) . /H( i +1, j +1) ) − (U( i , j +1) .∗V( i , j +1) . /H( i , j +1) ) ) ;

i = 1 : n ;
j = 1 : n+1;
Hy( i , j ) = (H( i +1, j +1)+H( i +1, j ) ) /2 − dt /(2∗dy ) ∗(V( i +1, j +1)−V( i

+1, j ) ) ;
Uy( i , j ) = (U( i +1, j +1)+U( i +1, j ) ) /2 − dt /(2∗dy ) ∗ ( (V( i +1, j +1) .∗U

( i +1, j +1) . /H( i +1, j +1) ) − (V( i +1, j ) .∗U( i +1, j ) . /H( i +1, j ) ) ) ;
Vy( i , j ) = (V( i +1, j +1)+V( i +1, j ) ) /2 − dt /(2∗dy ) ∗ ( (V( i +1, j +1)

.^2 . /H( i +1, j +1) + g/2∗H( i +1, j +1) .^2) − V( i +1, j ) .^2 . /H( i +1,
j ) + g/2∗H( i +1, j ) .^2) ) ;

i = 2 : n+1;
j = 2 : n+1;
H( i , j ) = H( i , j ) − ( dt/dx ) ∗(Ux( i , j−1)−Ux( i −1, j−1) ) − ( dt/dy ) ∗(

Vy( i −1, j )−Vy( i −1, j−1) ) ;
U( i , j ) = U( i , j ) − ( dt/dx ) ∗ ( (Ux( i , j−1) .^2 . /Hx( i , j−1) + g/2∗Hx(

i , j−1) .^2) − (Ux( i −1, j−1) .^2 . /Hx( i −1, j−1) + g/2∗Hx( i −1, j
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−1) .^2) )− ( dt/dy ) ∗ ( (Vy( i −1, j ) .∗Uy( i −1, j ) . /Hy( i −1, j ) ) − (Vy
( i −1, j−1) .∗Uy( i −1, j−1) . /Hy( i −1, j−1) ) ) ;

V( i , j ) = V( i , j ) − ( dt/dx ) ∗ ( (Ux( i , j−1) .∗Vx( i , j−1) . /Hx( i , j−1) )
− (Ux( i −1, j−1) .∗Vx( i −1, j−1) . /Hx( i −1, j−1) ) ) − ( dt/dy ) ∗ ( (Vy(
i −1, j ) .^2 . /Hy( i −1, j ) + g/2∗Hy( i −1, j ) .^2) − (Vy( i −1, j−1)
.^2 . /Hy( i −1, j−1) + g/2∗Hy( i −1, j−1) .^2) ) ;

i f mod( nstep , np lo t s t ep ) == 0
C = abs (U( i , j ) ) + abs (V( i , j ) ) ;
t = nstep ∗dt ;
tv = norm(C, ’ f r o ’ ) ;
set ( s u r f p l o t , ’ zdata ’ ,H( i , j ) , ’ cdata ’ ,C) ;
set ( top , ’ s t r i n g ’ , sprintf ( ’ t ␣=␣%6.2 f , ␣␣ tv␣=␣%6.2 f ’ , t , tv ) )
drawnow

end
i f a l l ( a l l ( isnan (H) ) ) , break , end

end
end

close ( gcf )

function D = drop l e t ( height , width )
[ x , y ] = ndgrid (−1:(2/( width−1) ) : 1 ) ;
D = he ight ∗exp(−5∗(x.^2+y .^2) ) ;

function [ s u r f p l o t , top , r e s t a r t , quit ] = i n i t g r a p h i c s (n) ;
c l f
shg
set ( gcf , ’ numbert i t l e ’ , ’ o f f ’ , ’name ’ , ’ Shallow_water ’ )
x = ( 0 : n−1)/(n−1) ;
s u r f p l o t = surf (x , x , ones (n , n) , zeros (n , n) ) ;
grid o f f
axis ( [ 0 1 0 1 −1 3 ] )
caxis ([−1 1 ] )
shading f a c e t ed
c = (1 : 6 4 ) ’ /64 ;
cyan = [0∗ c c c ] ;
colormap ( cyan )
top = t i t l e ( ’ xxx ’ ) ;
r e s t a r t = uicontrol ( ’ p o s i t i o n ’ , [ 2 0 20 80 20 ] , ’ s t y l e ’ , ’ t o gg l e ’ , ’

s t r i n g ’ , ’ r e s t a r t ’ ) ;
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quit = uicontrol ( ’ p o s i t i o n ’ , [ 120 20 80 20 ] , ’ s t y l e ’ , ’ t o gg l e ’ , ’
s t r i n g ’ , ’ c l o s e ’ ) ;
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