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Abstrak

Misalkan G graf berhingga yang tidak memuat /oop dan sisi rangkap. Matriks keterhubungan titik A(G) dari
graf G adalah matriks dengan entri a; = 1 jika v; terhubung langsung dengan v; dan a; = 0 untuk lainnya.
Matriks derajat D(G) dari graf G adalah matriks diagonal dengan entri d; merupakan derajat titik v; di G.
Matriks signless-Laplace dari graf G adalah L*(G) = D(G) + A(G). Matriks detour DD(G) dari graf G adalah
matriks dengan entri dd;; merupakan panjang lintasan terpanjang dari vi ke v;. Spektrum dari suatu matriks
merupakan matriks yang memuat nilai eigen pada baris pertama dan multiplisitas masing-masing nilai
eigen pada baris kedua. Spektrum yang diperoleh dari matriks L*(G) disebut spektrum signless-Laplace
sedangkan spektrum yang diperoleh dari matriks DD(G) disebut spektrum detour. Penelitian ini
menyajikan rumus untuk menghitung spektrum signless-Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D;,
untuk n ganjil (n > 5) dan spektrum detour graf konjugasi dari grup dihedral D,, untuk n ganjil (n > 3) dan
ngenap (n > 6).

Kata kunci: spektrum, graf konjugasi, matriks signless-Laplace, matriks detour, grup dihedral

Abstract

Let G be a finite graph without loops and multiple edges. The adjacency matrix A(G) of graph G is a matrix
where aj = 1 if v; is adjacent with v; and a; = O for the others. The degree matrix D(G) of graph G is a
diagonal matrix where dj is,degree of viin G, The signless-Laplacian matrix of graph G is defined by L*(G)
= D(G) + A(G). The detour matrix DD(G) of graph G is a matrix where dd is the length of longest path
between v; and v;. The spectrum of matrix is a matrix that contains its eigenvalues in the first row and the
algebraic multiplicity of each eigenvalue in the second row. The spectrum of matrix L*(G) is called signless-
Laplacian spectrum of G and the spectrum of matrix DD(G) is called detour spectrum of G. This study
presents a formula for calculating the signless-Laplacian spectrum of conjugate graph of dihedral group
D,, for odd n (n > 5) and detour spectrum of conjugate graph of dihedral groups D., for odd n (n > 3) and
evenn (n=6).
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Pendahuluan

Graf G = (V, E) memuat himpunan berhingga V dan himpunan E. Himpunan V tidak boleh kosong dan
anggotanya disebut titik dari G. Himpunan E boleh kosong dan anggotanya adalah pasangan tak berurutan
dari unsur-unsur berbeda di V. Anggota himpunan E disebut sisi dari G. Kardinalitas V disebut order dari
G sedangkan kardinalitas E disebut ukuran dari G [1]. Jika e = (a, b) € E maka titik a dan b disebut
terhubung langsung [2]. Jika a € V maka banyaknya titik di G yang terhubung langsung dengan a disebut
derajat dari a dan ditulis deg(a) [3].
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Misalkan V = {v, v, ..., vp} adalah himpunan titik di graf G. Matriks keterhubungan A(G) dari graf G
adalah matriks berordo pxp dengan a; =1 jika (v;, v;) € E dan a; = 0 untuk lainnya [2]. Matriks derajat D(G)
dari graf G adalah matriks diagonal berordo pxp dengan d; = deg(v;). Matriks L*(G) = D(G) + A(G) disebut
matriks signless-Laplace dari graf G [4].

Lintasan-viv, pada graf G adalah barisan titik-titik berbeda vs, v5, ..., v, sedemikian hingga (v;, vis1 ) €
E, untuki=1, 2, .., n- 1. Graf G disebut graf terhubung jika untuk setiap dua titik berbeda u dan v di G
selalu terdapat lintasan-uv di G [3]. Misalkan G adalah graf terhubung dengan order p. Matriks detour
DD(G) dari G adalah matriks berordo pxp sedemikian hingga ddj; adalah panjang lintasan terpanjang dari
vi ke v;di G [5].

Misalkan A4, Ay, ..., Andengan A, > A, > ... > A, adalah nilai eigen berbeda suatu matriks dari graf G dan
misalkan m(A41), m(4,), ..., m(4,) adalah multiplisitas aljabar dari masing-masing A.. Matriks berordo 2xn
yang memuat A1, Az, ..., A, pada baris pertama dan m(A4i), m(42), ..., m(A,) pada baris kedua disebut
spektrum graf G dan ditulis Spec(G) [6]. Spektrum yang diperoleh dari matriks L*(G) disebut spektrum
signless Laplace [7] dan dinotasikan dengan spec..(G) dan spektrum dari matriks DD(G) disebut spektrum
detour [5] dan dinotasikan dengan specpp(G).

Perkembangan terbaru dalam teori graf membahas graf yang diperoleh dari grup, misalnya graf
konjugasi. Misalkan G grup tak komutatif. Unsur g dan h di G dikatakan saling konjugasi jika ada x di G
sehingga g = xhx’. Graf konjugasi dari grup G adalah graf yang memuat semua anggota grup G sebagai
titik dan dua titik berbeda akan terhubung langsung jika keduanya saling konjugasi [8]. Dengan kata lain,
misalkan semua kelas konjugasi di G adalah [e], [gi], [g2], ..., [gn]. Pada graf konjugasi dari grup G, unsur h
akan terhubung langsung ke g; jika h € [gi] [9].

Beberapa penelitian mengenai spektrum signless-Laplace dan spektrum detour sudah dilakukan,
misalnya [5,7,10-12]. Di lain pihak penelitian terkait graf konjugasi juga telah dilakukan, misalnya [8,9].
Meskipun demikian, belum ada yang mengkaji spektrum signless-Laplace dan spektrum detour graf
konjugasi dari grup dihedral. Oleh sebab itu, maka pada penelitian ini dikaji spektrum signless-Laplace dan
spektrum detour graf konjugasi dari grup dihedral.

Metode

Penelitian ini merupakan penelitian kepustakaan. Penentuan rumus spektrum signless-Laplace dan
spektrum detour dilakukan déengah mengkaji-beberapp /kasusopadaygriip dihedral. Langkah-langkah
pencairan pola dilakukan dengan (1) menentukan klas konjugasi pada grup dihedral, (2) menggambar graf
konjugasi, (3) menentukan matriks keterhubungan dan matriks derajat untuk memperoleh matriks
signless-Laplace serta menentukan matriks detour, (4) menentukan polinomial karakteristik matriks
signless-Laplace dan matriks detour serta menganalisis polanya, (5) menentukan spektrum signless-
Laplace dan spektrum detour, (6) menganalisis pola dari beberapa spektrum signless-Laplace dan
spektrum detour, dan (7) menyatakan pola yang diperoleh sebagai teorema dan dilengkapi dengan
buktinya.

Hasil dan Diskusi
Berdasarkan pengamatan pada pola spektrum signless-Laplace graf konjugasi dari grup dihedral,
maka diperoleh hasil sebagai berikut.
Teorema 1l
Polinomial karakteristik matriks signless-Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D,, untuk bilangan
asli ganjil n dan n = 5 adalah

n+1 n-—1
pD) =12 A-2)z A=m—2)" 11— (2n—2)).
Bukti
Diketahui grup dihedral D, = {1,7,72, ..., 7

n-1g sr,sr?,..,sr™ 1}, Untuk n ganijil diperoleh kelas

n-—1 n—1

konjugasi [1] = {1}, [r] = {r,r™ 1}, [r?] ={r?3,r"%}, ., [rnT_l] = {rT,rT+1}, dan [s] =
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{s,sr,sr2, ...sr™ 1}, Sesuai definisi graf konjugasi, maka unsur dalam satu kelas konjugasi akan saling
terhubung langsung dan unsur dalam kelas konjugasi berbeda tidak akan saling terhubung langsung.
Dengan demikian diperoleh matriks keterhubungan titik

1 r r2 rn-1 s st sr? sr—2 gyn-1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0)
r 0 0 0 1 0 0 0 0 0
r2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
rn-1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
S 0 0 0 0 0 1 1 1 1
ST 0 0 0 0 1 0 1 1 1
sr2 0 0 0 0 1 1 0 1 1
sr™2 | 0 0 0 0 1 1 1 0 1
sr™1 [ 0 0 0 0 1 1 1 1 0

dan matriks derajat
1 r r2 -1 5 sr sr? sr=2 gpn-1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r 0 1 0 0 0 0 0 0 0
r? 0 0 1 0 0 0 0 0 0
rn'—l 0 0 0 1 0 0 0 0 0
S 0 0 0 0 n—1 0 0 0 0
sr 0 0 0 0 0 m-1 0 0 0
s12 0 0 0 0 0 0 n-1 0 0
Sr.n—Z 0 0 0 0 0 0 0 n—1 0

Srn—l 0 0 0 0 0 0 0 0 n—1

Maka matriks signless-Laplace L*(I"(D,n)) graf konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk n ganjil adalah

1 T r2 T S ST sr? e srMT2 gl

1 0 0 0 0 0 0 0 0

r 0 1 0 i P 0 0 0 0 0

r2 0 0 1 gian gviadginmlg 0 0
rn-1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

s 0 0 0 0 n-1 1 1 1 1
ST 0 0 0 0 1 n—1 1 1
ST‘Z 0 0 0 0 1 1 n—1 1 1
Srn_z 0 0 0 0 1 1 1 n—1 1
Srn_l 0 0 0 0 1 1 1 1 n—1

Karena polinomial karakteristik dari L*(I'(D2»)) tidak lain adalah det(L* (I'(D,,) — AI)) maka dengan
mengeliminasi Gauss matriks L*(I'(D,,) — AI) menjadi matriks segitiga atas akan diperoleh
det(L*(T'(D;,) — Al)) sebagai perkalian semua entri pada diagonal utama matriks segitiga atas
tersebut. Akhirnya diperoleh polinomial karakteristik dari Lt (T'(D5,,) — Al) yaitu

P =T -2 T (A= (=-2))"""(A— @n—2)). ¢
Teorema 2

Spektrum signless-Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D,, untuk bilangan asli ganjilndann = 5
adalah
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2n—2 n-—2 2 0
Spec;+(T'(Dyy)) = 1 ne1 n—-1 n+1
2 2

Bukti
Berdasarkan Teorema 1, maka persamaan karakteristik matriks signless-Laplace graf konjugasi dari
grup dihedral D, untuk bilangan asli ganjil n dan n = 5 adalah

p() =1 (/1 27 (/1 m-2)"*(A-(2n-2))=0

Sehingga diperoleh nilai eigen vyaitu A4, =2n—2,4, =n—2,43 =2, dan A1, =0 dengan
multiplisitas masing-masing adalah
m() = 1,m(A) = n— 1,m(43) ===, danm(4s) =",
Sehingga diperoleh spektrum signless-Laplace graf konjugasi dari grup D,, untuk n ganjil dann =5,
yaitu
2n—-2 n—2 2 0
Specys(Dy) = | 1 _q -t ntiloe
2 2
Spektrum signless-Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D,, dengan n genap belum dapat
ditemukan polanya. Data yang ada menunjukkan bahwa ordo matriks spektrum signless-Laplacenya
berubah-ubah.
Dari analisis pada beberapa matriks detour graf konjugasi dari grup dihedral diperolah hasil-hasil
berikut.
Lemma 1
Panjang lintasan terpanjang antara dua titik pada graf konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk bilangan
asli ganjilndann>3 dan n € N adalah
i. n—1untuktitik sridansrd, i #jdan1l <i,j <n,
ii. 1untuktitikridan ™7 (1<i< (n—1)/2),
iii. 0 untuk lainnya.

Bukti
Untuk n ganjil diperoleh kelas konjugasi dari grup dihedral adalah [1] = {1}, [r] = {r, "1}, [r?] =
n—1 n—1 n—1
{(r2, ™2}, ., [rT] = {r 2 12 +1}, dan [s] = {s,sr,sr?,...s7™ 1} . Masing-masing kelas

konjugasi tersebut akan membentuk graf komplit pada graf konjuga5| Selain itu, titik-titik dalam kelas
konjugasi yang berbeda tidak terhubung Iangsung pada'graf konjugasi. Akibatnya,
i.  Panjang lintasan terpanjang dari sr‘ ke sr/ dengan i # j adalah (n — 1).
ii. Panjang lintasan terpanjang dari r‘ ke r*~! adalah 1.
iii. Untuk titik selain s dan s/ dengan i # j,serta rt dan r™®~ tidak terhubung langsung, sehingga
panjang lintasan terpanjangnya adalah 0. ¢
Berdasarkan Lemma 1, maka matriks detour DD(I'(D-,)) graf konjugasi dari grup dihedral D,,, dengan
n ganjil sebagai berikut

1 r r? Tt s st sr? e srT2 gt

1 0 0 0 0 0 0 0 0

r 0 0 0 1 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

S 0 0 0 0 0 n—-1 n-1 n-1 n-1

ST 0 0 0 0 n—1 0 n—1 n—-1 n-1
sr? 0 0 0 0 n—-1 n-1 0 n—-1 n-1
sr2 [ 0 0 0 0 n-1 n-1 n-1 0 n—1
syt 1 [0 0 0 0 n-1 n—-1 n-1 n—1 0
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Teorema 3
Polinomial karakteristik matriks detour graf konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk bilangan asli ganjil
ndann > 3 adalah

n-1 n—1
P =AQA+n-1D))"TA+1) 2z WA-1) 2z A-®n-1?)
Bukti
Menggunakan eleminasi Gauss pada matriks DD(I'(Dzn)) - Al akan diperoleh matriks segitiga atas.
Perkalian semua entri pada diagonal utama matriks segitigas atas tersebut adalah det(DD(I"(D2n)) - A/).

Karena polinomial karakteristik dari DD(I'(D;,)) tidak lain adalah det(DD(I"(D2,)) - AI) maka diperoleh
polinomial karakteristik

n—-1 n-1
P =A+n-D)"'A+ Dz DA-1D)2 A-m—-1?).
Teorema 4
Spektrum detour graf konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk bilangan asli ganjil n dan n = 3 adalah
(n—1)2 1 0 -1 —-(m-1
Specpp(T'(Dgy)) = 1 n—1 1 n—1

—1
2 2 n

Bukti

Berdasarkan Teorema 3, maka persamaan karakteristik matriks detour DD(I'(D,,)) adalah

P =+ (- DA+ DT WA= 7 (A= (n—1D?) =0
Maka diperoleh nilai eigen yaitu

M=n-12%21,=1,2=0,1, =—-1,dan s = —(n—1)
dan multiplisitas masing-masing nilai eigen yaitu
m(A) = 1,m(4) = =5, m(4s) = 1,m(4s) = ==, danm(Js) = n — 1
Jadi
m-1D?> 1 0 -1 —(n-1)

1 n-1 n—1 . ¢

Specpp (F(DZn)) = 1 & n—1

Lemma 2
Panjang lintasan terpanjang antara dua titik pada graf konjugasi dari grup dihedral D,, dengan n
genap dan n > 5 adalah
i %— 1 untuk titik sridan sr/, i # J, i ganjil dengan j ganjil dan i genap dengan j genap,
ii. 1 untuk titik ¢ dan r"“i,
iii. 0 untuk lainnya.

Bukti
Misalkan D,,, = {1,7,72,..,7"" 1,5, 51,512, ...,sr™ '} adalah grup dihedral dengan n genap dan n >
5. Maka kelas konjugasi yang terbentuk adalah [1] = {1}, [r"/2] = {r™/2}, [r]={r, "}, [P} = {r%, "%}, ...,
P27 = (/271 y /241y (s = {s, sr2, sr*, ..., st™ 2}, dan [sr] = {sr, sr3, sr°, ..., st 1}. Karena masing-
masing kelas konjugasi akan membentuk graf komplit dan titik-titik dalam kelas konjugasi berbeda
tidak saling terhubung langsung, maka diperoleh lintasan terpanjang antara
i. titik sridan sr/, i # j, i ganjil dengan j ganijil dan i genap dengan j genap, adalah % - 1.
ii. titik 7t dan r™~t adalah 1.
iii. titik-titik lainnya adalah 0. ¢

Teorema 5
Polinomial karakteristik matriks detour graf konjugasi dari dari grup dihedral D,,, untuk bilangan asli

genap ndann = 6 adalah
2

p = (2+(2-1))" @+ vitana-nit(a- (E-1)).

Bukti
Berdasarkan Lemma 2, maka matriks detour DD(I"(D2n)) graf konjugasi dari grup dihedral D,;, dengan
n genap dan n = 6 sebagai berikut.
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2 n n n-2 ,.n-1 2 n-2 n-1
1 ror 7z 7 7t r r s sr  sr sr ST

1 [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 )
r 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

LI 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
r

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
T

Ty1| 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r
A 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Fr-1( 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L] L 0

2 2
sr 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L
2
sr2 | o 0 0 0 0 0 0 0 %_ 1 0 0 %_ 1 0
e 0 0 0 0 0 0 0 ;_1 0 %_1 0 0
srn—| o 0 0 0 0 0 0 0 0 n_y 0 0 0
2

Menggunakan eliminasi Gauss untuk menghitung det(DD(I'(D..)) - Al) akan diperoleh polinomial
karakteristik sebagai berikut

n 2

2

p = (1+(2-1))" @+ vt anE-nit (a- (2-1)) .

Teorema 6

Spektrum detour graf konjugasi dari grup dihedral D,, untuk bilangan asli genap n dan n = 6 adalah
2

(%—1) 1 0 -1 —(%—1)

2 e 1 2
2 2 N

SpPecpp(p,,) =

Bukti

Dari Teorema 5 diperdléhlpersarmasan karakte ristiki matriks detour berikat
2

= (1+(2-1)) @+t (a- (2-1))

2
Sehingga diperoleh nilai eigen
n 2 n
M=(2-1) 2, =12=01=-1dan s =—(2-1)
dan multiplisitas masing-masing nilai eigen adalah
m(A) = n—2,m(A) = 2—1,m(4) = 2,m(4y) = 5= dan m(4s) = 2
Maka spektrum detour graf konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk n genap dan n = 6 adalah

2
G-1) 1 0o -1 —(3-1)
Specpp(I'(Dzn)) = | 2 n n 2 - ¢
2 -——1 2 --1 n—2
2 2

Kesimpulan

Hasil penelitian ini adalah rumus untuk menghitung spektrum signless-Laplace dan spektrum detour
dari grup dihedral D,,,. Penelitian selanjutnya dapat dilakukan untuk menentukan spektrum signless-
Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D5, untuk n genap atau menentukan spektrum signless-Laplace
dan spektrum detour graf konjugasi dari grup yang lain.
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