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BAB 1
PENGANTAR WOLFRAM MATHEMATICA

Mathematica adalah Computer Algebra Systems yang dibuat oleh Steven Wolfram. Terdapat
banyak fungsi dalam toolbar Mathematica, tapi yang akan diterangkan dibawah ini adalah
dianggap penting dalam menulis atau yang kelihatannya berbeda dengan software matematika

yang lain.
1.1 Menjalankan Mathematica

Pada Flatform windows, seperti biasa, icon Mathematica akan ada di tombol Start > All
Programs > Mathematica. Perintah dapat langsung dijalankan dengan menulis pada Command

Windows / Editor.

1.2 Command Window/Editor

Cara menampilkan Command Window/Editor adalah :
1. Klik pada menu File
2. Sorot pada New

3. Kemudian geser ke kanan klik pada menu Notebook(.nb) Ctrl+N

1 | Pengantar Wolfram Mathematica



%% Wolfram Mathematica 7.0

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewaluation Palettes Window  Help

T 3 Moteboolk (.nb)  Chrl+n
Open... 4+ Slide Show
Close Ctrl+F4 Demnonstration
Close all Shift+Ckrl+F4
o e Styled MNotebook
Save As... shift+Ckrl+35 Package {.m)
Save Selection As.., Text File {.bxt)
Revert.., —

nodel
Install...
Send To...
Prinking Sekttings 3
Prirk... Chrl+P
Prink Selection. . Shift+Ckrl+P

1 Lab I-01 In...uction I.nb
2 Lab I1-00 Cr...books(2).nb
3 Lab I-00 Cr...books{1}.nb
4 transmission.nb

5 gear rasio.nb

f bungah kertasl.nb

7 bungah kertas22.nb

8 bungah_leaf.nb

Exit

Kemudian akan mucul jendela Command Window

%% Wolfram Mathematica 7.0 - [Untitled-2]

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewaluation  Palettes  Window

4 Untitied-2

2 |Pengantar Wolfram Mathematica



Command Window digunakan untuk menjalankan perintah dengan mengetikkan barisan
ekspresi. Untuk menjalankan perintah dengan melakukan tombol “Shift + Enter” di keyboard

secara bersama. Yang akan menghasilkan tanda In[1] dan Out[1] pada sebelah kiri shell.

%' Wolfram Mathematica 7.0 - [Untitled-2 *]

File Edit Inmsert Format Cell Graphics Ewaluation  Palettes  Window  Help

£ Untitled-2 *

nEl= a=1

1
mt[z= 1 JI

1.3 Toolbar Palletes

Palletes adalah alat bantu editor untuk persamaan. Palletes dapat dikeluarkan dengan cara:
1. klik File

2. sorot Palletes

3. masuk pada bagian kanan.

4. pilih palletes yang diinginkan dan klik.

3 |Pengantar Wolfram Mathematica



% Wolfram Mathematica 7.0 - [Untitled-3 ¥

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewaluation Palettes  Window Help

Basic Math Assistant

¥ Calculatar @ e
Basic | Advanced
S :
% ||y | £ |8 | ~ | Documertation
i (e A
L L [

k]
3
3 - (W A 5 ea
N

indax = start

a
5
z

=8 | Sy B

+ {m} | = 1

Tab Enter TraditianalFarmm
Input from Aboue Create Input Cell
Qutput from Above Create Test Cell
Command Complete | Make Template

¥ Basic Commands @

Vx p=x @[T 0] Lst |20 |30

Calculus

] Lirnit
Integrate Integrate (definite]
Surm D&olue
& o a0
f odo _J': oo
Zowa O Ifao
Mare Definite sum

Multisariabl!-2yioard entry: B sUMtE)

Lse parertheses if necessary

Penggunaan notasi pada palletes bias digunakan untuk teks juga bisa digunakan untuk

input. Misalkan ada notasi matematika adalah

10
2"
i=1
Maka penulisan dalam notasi Mathematica Wolfram dapat diketikkan sebagai script dan untuk

menghasilkan perintah tekan tombol “Shift + Enter”, sehingga hasil yang didapat pada

Command Windows.

10
In5]:= 212
i=1

1.4 Toolbar Format

Format yang ada dalam toolbar memungkinkan pengguna Mathematica memiliki default yang
biasa digunakan dalam penulisan standar matematika. Fungsi-fungsi yang ada dalam format
seperti Style Sheet dan Style memiliki librari yang biasa digunakan oleh matematikawan dalam

menuliskan artikel, presentasi, atau mengajar.
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%' Wolfram Mathematica 7.0 - [Untitled-5]
File Edit

el

Insert  Farmat Graphics

Skyle
Clear Formatting Shift+Ckrl+-Space
Cption Inspectar,.,  Shift+CrHO

Untitled-5

Stvleshest
Screen Environment
Edit Skyleshest, .,

Fonk...

Face

Size

Text Color
Background Calar
Cell Dingbat

Text Aligrmenk
Text Justification
Word Wrapping

Evaluation Palettes

13

v v v v v

-

Contoh untuk worksheet ini yang digunakan adalah:
1. Style Sheet : TutorialBook
2. Style yang digunakan antara lain:

- Title

- Section

- Subsection

- Text

- Input

-dll

Window Help
Title Alt+1
Subtitle alk+2
Subsubtitle Alk+3
Section Alb+4
Subsection AlE+5
Subsubsection Alb+6
Text AlE+7
Code Alb+8
Input Alb+9
Oubpuk
Ikem
ItemParagraph
Subitern
SubitermParagraph
ItemMumnbered
SubiternMumnbered

InlineFormula
DisplayFormula
DisplayFaormulablumbered
Program

Other. .. Alk+0

Apa fungsi dalam toolbar yang akan digunakan sangat terkait dengan kebutuhan dan

pilihan pengguna pada saat memakai Mathematica ini.

5 | Pengantar Wolfram Mathematica



1.5 Help Browser

Untuk menunjang pemakaian sebuah software, biasanya software tersebut dilengkapi dengan

help dan manual online. Untuk software Mathematica, beberapa hal yang dapat dikatakan

sebagai keunggulan adalah:

1. Manual penggunaan Mathematica dapat didownload di Information Center on Web yang

terdapat dalam toolbar Help

2. Dedikasi yang sangat tinggi dari pencipta Mathematica yakni Stephen Wolfram untuk

mengembangkan ilmu pengetahuan dengan mengembangkan Wolfram Research Center yang

juga dapat dilihat di Wolfram Research on Web Help yang digunakan, hal yang sama dapat

dijumpai pada kebanyakan software matematika, sangat menunjang dan memuat banyak

contoh.

%* Wolfram Mathematica 7.0 - [Function (&) - Wolfram Mathematica]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

4. F

Function (&} - Wolfram Mathematica

A Fl.| w0 SEARCH | fefFunction

Function[{m, &,

Mathemstics » Cove Language > Functional Pragramming =

Tutorials » | | See Alzo v ‘ | More About » | URL »

Function (&)

Func tion | bady ]

or bedy & is a pure function. The formal parameters are B {or X1}, 83, eto,

Function(s, bedy]

is a pure function with a single farmal parameter x.

3, o)
is a pure function with a list of formal parameters.

P | MORE INFORMATION

1l

g

1.6 Aritmatika dan variabel

Mathematica menggunakan operator-operator normal +, -, /,

¥ EXAMPLES

¥ Basic Examples (&)

Pure function with one parameter:

In[1];= Function[u, 3 + u][x]

out{1]= I+ x

In[z]i= Function[3 + #1[x]

dan *

aritmatika, dan " untuk pangkat.

6 | Pengantar Wolfram Mathematica
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+ Operasi penjumlahan
- Operasi pengurangan
Operasi pembagian
5 Operasi perkalian
A Operasi pangkat
Tanda titik, menyatakan koma pada
bilangan pecahan
Contoh :
2+3
35/7

Notasi operasi aritmatika dalam Mathematica dengan satu input sel dan satu output dapat dilihat

sebagai berikut :

InEl= 2+ 3
QutfE= 3
Inf@):= 3547
Out[d]= &

Mathematica dapat menghitung pada satu input sel dengan terlebih dahulu menekan "enter".

Notasi operasi aritmatika dalam Mathematica dapat dilihat sebagai berikut :

Infio]= 2+ 3
3551

Owt[10}= 5

Ouwt[11]= 5

Karena Mathematica kebanyakan bekerja secara simbolis, maka banyak konstanta ditulis dengan

simbol misalkan p dan e.

7 |Pengantar Wolfram Mathematica



Ekspresi ___________Fungsi |

N[ekspresi, a]

Sqri[x]

Exp[x]

Log[x]

Log[b, x]

Sin[x], Cos[x], Tan[x]
ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x]
nl

Pi

Abs[x]

Round[x]
Factorinteger[n]

a menyatakan digit bilangan di belakang
koma. Contoh: N[Pi, 40], N[Sqrt[7],30],
N[Exp[Pi*Sqrt[163]], 10]

Akar pangkat dua dari x

Fungsi eksponen dari x

Logaritma natural dengan basis e (Inx)
Logaritma biasa dengan basis b

Fungsi trigonometri

Fungsi inversi trigonometri

Fungsi faktorial

Konstanta phi

Nilai mutlak dari x

Pembulatan x ke hilangan bulat terdekat
Faktor-faktor prima dari bilangan bulat n

Fungsi __________Keterangan

X+ yl

Re[z]

Im[zZ]
Conjugate|z]
Abs|z]
Arg[z]

Bilangan kompleks z = x + yi
Bagian real z

Bagian Imajiner z

Konjugat (kesekawanan) bilangan z
Nilai mutlak atau modulus z
Argumen dari z

Untuk mendapatkan nilai numeriknya dapat diketik ;

In[1z]:= W [PFi, 100]

out[1z]= 3.1415926535897932538402043383279
50258841971693993537510553209749445-
923078164062862053998362503482534-
21170685

: T
oo wfsial 2]

out[)= 0.309017

8 | Pengantar Wolfram Mathematica



Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal :

Latihan Kerja Mahasiswa :
3
I. 5t 9 — 2x4
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

- /

3. Dapatkan nilai decimal dari 72 (% + %)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

- /
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

4. Dapatkan nilai decimal dengan pendekatan 20 digit dari Ln(17)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

- /

5. Dapatkan nilai decimal dengan pendekatan 7 digit dari % .Ln(9).V19

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N
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1.7 Operasi Aljabar
Mathematica dapat melakukan perhitungan aljabar yang memberi hasil simbolik.
1. Expand
Perintah ini digunakan untuk menentukan hasil perkalian dua persamaan (x — 3)(x + 7)

in[4]:= Expand[{x - 3} (x + 7)]

Outfde —21 + 4% +%°

2. Factor

Perintah ini digunakan untuk memfaktorkan hasil yang baru saja diperoleh —21 + 4x + x?

)= Factor[-21+4x+ xz]
mtfEl= (=3 +x) (7 +x)
3. Simplify
Perintah ini digunakan untuk menyederhanakan penambahan / pengurangan dua persamaan
(Bx?+7x —2) — (5x* + 3x — 8)
np)= SImpLify[(3x° + Tx - 2) - (5% + 3x - 8]
OupE 6+ 4x-2x
4. Together

Perintah ini digunakan untuk menggabungkan pecahan ke dalam penyebut tunggal contoh untuk

3 1
persamaan x + ol

In[i0]:= Tugether[x + 3 E]

X 5
15 %+ 5xf
Qut[10]=
hx
5. Apart

Perintah ini digunakan untuk menguraikan pecahan dalam pecahan parsialnya contoh untuk

7x3-5x248x-2

persamaan >
x“+3x+2

11 | Pengantar Wolfram Mathematica



1% - 5% + §x -2
In[11]:= ]h;lart[ ]
o+ 3x o+ 2
22 a4
out[il]= —26 + 73X - +
l+x o4+ X
6. Reduce

Perintah ini digunakan untuk menyederhanakan pernyataan logis ( persamaan dan

pertidaksamaan ) contoh untuk menyelesaikan ketaksamaan dari 3x —7 >0

n[15]:= Reduce[3x- 1T = 0, Reals]

7
Ou[if]= ¥ = —
3

7. Solve

Perintah ini digunakan untuk menyelesaikan persamaan contoh untuk menyelesaikan persamaan

2x2+5x—12=0
mz)= Solve[2x" + 5x -12 == 0, x|

3
Qut[13]= {{x — -4, {x — E}}

12 |Pengantar Wolfram Mathematica



Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Latihan Kerja Mahasiswa

1. Cari hasil perkalian dari tiga persamaan berikut (x + 2)?(x — 1)*(x + 5)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

2. Cari faktor dari persamaan 6x* + 11x3 — 56x2 — x + 60

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

3. Cari penyelesaian persamaan x* — 5x3 + 3x2 + x = 0

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4. Cari penyelesaian dari pertidaksamaan 7x - 1 < 2x + 3

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

\
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1.8 Menggambar grafik

Suatu fungsi kontinue yang didefinisikan sebagai f(x) = x2, dimana -2 < x < 2. Maka untuk
menggambarkan fungsi f(x) dalam sistem koordinat kartesian, perintah yang digunakan dalam

Mathematica Wolfram yaitu : Plot[f(x),{x,batas min utk x, batas maks utk x}|].

mpel= Plot[x*, {x, -2, 2}]

'.\. 4+ _.'"

LY i

] | I

Y § !
b it /
l"‘ .r'-:
Out [16]= N, i i
% .-"
'\.\ 1 L -/ ;
AN L
., [ ) ,/

1 1 -‘.H\-"' [ " 1 1
-1 -1 1 2
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Latihan Kerja Mahasiswa
1. Dapatkan grafik dari fungsi y = x3 — 4x, jika x berada dalam interval -5 <x < 5.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

. /

2. Dapatkan grafik dari fungsi y = 3x* + x3 — 3x2 — 4x + 10, jika x berada dalam interval -
10 <x < 10.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

\_ /
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1.9 Daftar dan Tabel

Daftar adalah sekelompok elemen tertutup, dimana elemen tersebut terdapat dalam notasi { dan

notasi }.

n[i7= datal = {12, 45, 17, 1}

owfife {12, 45, 17, 13
Perintah dalam Mathematica Wolfram untuk menunjukkan daftar elemen adalah Table.

Table[f(x),{x,batas min utk x, batas maks utk x}].
Infig]= E[x ] := x

datad - Table[f[x], {x, 1, 10}]

owpio= {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

16 |Pengantar Wolfram Mathematica



Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Latihan Kerja Mahasiswa
1. Buat daftar pasangan elemen x dan y dari persamaan y = x3 dari nilai -10 < x < 10.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

. /

1. Buat daftar pasangan elemen x dan y dari persamaan y = 2x3 + x2 + 3 dari nilai -15 <

x < 15.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

. /
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BAB 2
PERTIDAKSAMAAN
2.1 Pertidaksamaan Linier Satu Variabel

Pertidaksamaan adalah kalimat terbuka yang menggunakan lambing, >, dan < . Pertidaksamaan
linier dengan satu variable adalah suatu kalimat terbuka yang hanya memuat satu variable
dengan derajad satu, yang dihubungkan oleh lambang , >, dan <. Variablenya hanya satu yaitu y
dan berderajad satu. Pertidaksamaan yang demikian disebut pertidaksamaan linier dengan satu

variable (peubah).

Cara menyelesaikan pertidaksamaan linier satu variable :

A. Jika pada suatu pertidaksamaan kedua ruasnya ditambah atau dikurang dengan bilangan
yang sama, maka akan diperoleh pertidaksamaan baru yang ekuivalen dengan
pertidaksamaan semula.

B.  Jika pada suatu pertidaksamaan dikalikan dengan bilangan positif , maka akan diperoleh
pertidaksamaan baru yang ekuivalen dengan pertidaksamaan semula.

C. Jika pada suatu pertidaksamaan dikalikan dengan bilangan negatif, maka akan diperoleh
pertidaksamaan baru yang ekuivalen dengan pertidaksamaan semula bila arah dari tanda
ketidaksamaan dibalik.

D. Jika pertidaksamaannya mengandung pecahan, cara menyelesaikannya adalah mengalikan

kedua ruasnya dengan KPK penyebut-penyebutnya sehingga penyebutnya hilang.

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian 3x — 7 > 2x + 2 jika x
merupakan anggota {1,2,3,4,... ,15}

Penyelesaian secara manual:

3x — 7> 2x + 2; dimana x adalah anggota himpunan dari {1, 2, 3, 4... 15}
3x—7-2x >2x+2 —2x ( kedua ruas dikurangi 2x)

x—7>2
x —7+7>2+7 (kedua ruas ditambah 7 )
x>9

HP = {10, 11, 12, 13, 14, 15}
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Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

Infz]= Reduce [3x-7>2x+2, x, Reals]

O[3 ¥ =9

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 3x — 1
<x + 3 dengan x variable pada himpunan bilangan cacah.

Penyelesaian secara manual:

3x-1<x+3

3x — 1+ 1 <x+ 3 + 1 (kedua ruas ditambah 1)

3x<x+4

3x + (-x) <x + (-x) +4 (kedua ruas ditambah — x)

~(2x < 4) (kedua ruas dikalikan <)

x<2

Karena x anggota bilangan cacah maka yang memenuhi adalah x <2 adalah x=0dan x=1.
Jadi himpunan penyelesaiannya adalah HP = { 0,1 } .

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

Inf4]:= Reduce [3x-1:=x+3, x, Reals]

Out[d]= ® = 2

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 4x — 7

<3x-5

Penyelesaian secara manual:
4x-7<3x-5
4 x -3 x<7-5
x<2

+ + + - - -

2

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram
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In[i]:= Reduce [4x -7« 3x-5, x, Reals]

Out[f]= X < 2
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 2x +
16 <x+25
Penyelesaian secara manual:
2x+16<x+25

2 x-x<25-16

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

n[z= Feduce [2x+ 16 = x + 25, x, Reals]

Outfz]= * = 9

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 7x — 1

<10x+4
Penyelesaian secara manual:
Tx—1<10x+4
7 x-10 x<1+4
3x<5
x <5/3

+ + + - - -

5/3
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

Infg]:= Reduce [Tx-1=10x+4, x, Real=]

5
Out[ils X < - —
3
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Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 6x —

10>5x-16

Penyelesaian secara manual:

6x—10>5x—-16

6 x-5 x>10-16

x>-6

- - -+ + +
-6

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

n[E):= Reduce [6x-10 = 5x- 16, x, Reals]

Ou[i]= X = -6

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 10x +

1>8+5
Penyelesaian secara manual:
10x —8x>5-1
2x >4
x> 2
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

In[Fl= Feduce [10x + 1= §x+ 3, x, Reals]

mt[f]= X = 2
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa
1. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan —6 <2x+3 <-1

Penyelesaian secara manual :

4 N

\ /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

a4 A

. /
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

2. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan 3x +2 <5x+ 1 <16

Penyelesaian secara manual :

4 N

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

a N

. /

23| Pertidaksamaan



Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

3. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan x? + x — 12 < 0

Penyelesaian secara manual :

4 h

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N\

. /
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

x+5
4. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan P x—1 <

Penyelesaian secara manual :

-~

.

~

/

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

-

o

~
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

5. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan (x + 2) (2x-1) (3x+7) > 0

Penyelesaian secara manual :

4 h

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

4 N

- /
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

x
6. Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan ia <2

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram

-

-
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Soal — soal kerjakan secara manual dan menggunakan software Wolfram Mathematica :

4x—-7< 3x-5

2x—4< 6-Tx< 3x+6
X +x-12<0
3x*-11x-4 =0

x+5 <0

2x — 17

LN B~ W N =

2.2 Nilai Mutlak

Definisi Nilai mutlak dari suatu bilangan x adalah jarak bilangan tersebut terhadap titik 0 pada
garis bilangan, dengan tidak memperhatikan arahnya. Ini berarti [x| = a memiliki dua
penyelesaian, karena terdapat dua bilangan yang mempunyai jarak a terhadap 0 adalah x= —a

dan x = a.

Sifat-sifat Nilai Mutlak:

1. |abl=[a| |b]

2. |a/b|=[a)/|b]

3. |atb[=al+{b]

4. [a-b[=|lal-[bl]

Penyelesaian nilai mutlak dapat menggunakan pengkuadratan atau dengan teorema:
l. |x|<a maka—a<x<a
2. |x|>a maka x <-a atau X >a

Secara fisis |x|dapat menyatakan jarak x ke 0, sechingga x yang memenuhi |x| < a menyatakan
x yang jaraknya ke 0 kurag dari a. Secara fisis |[x — c| dapat menyatakan jarak x ke c, sehingga

X yang memenuhi |x — ¢| < a menyatakan x yang jaraknya ¢ kurang dari a.
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—a 0 a

—a [ a

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentuan penyelesaian dari x| < 3
Penyelesaian secara manual :

x| <3 -3<x<3

Jadi, penyelesaiannya adalah x yang memenuhi —3 < x < 3
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

nf= Reduce [Abs[x] < 3, x, Reals]

Outfgls -3 =% < 3
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan penyelesaian dari pertidaksamaan |x — 2| < 3
Penyelesaian secara manual :
lx —2| <3 -3<x—-2<3
& -3+2<x<3+2
= -1<x<5
Jadi, penyelesaiannya adalah x yang memenuhi —1 < x < 5.
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

n@)= Reduce [Ahs[x - 2] = 3, x, Reals]

o= -l =x <5

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan penyelesaian dari pertidaksamaan |3x — 5| > 1
Penyelesaian secara manual :

3x —=5|>1<3x—-5<-latau3x—-5>1
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S 3x<4atau3dx>6
4
= Sgataux > 2

Jadi penyelesaian adalah x yang memenuhi x < g ataux = 2.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

n[11]:= Reduce [fhs[3x- 5] =1, x, Reals]

4
Dm[n]:xﬁgllxaz

Contoh Soal dan Pembahasannya. Andai ebsilon (¢) adalah bilangan positif. Tunjukkan bahwa
€
|x — 2| <§ & |5x—10| < €
Penyelesaian secara manual :

£
|x—2|<§ & |5x—10| < ¢

© 5lx—2|< €
o |5]lx—2| < ¢
o |5(x—-2)|< ¢

& |5x—10| < ¢
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa
1. Tentukan penyelesaian nilai mutlak dari |x + 1| < 4

Penyelesaian secara manual :

a4 A

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

a4 A

. /
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

2. Tentukan penyelesaian nilai mutlak dari |2 — 4x| = 10

Penyelesaian secara manual :

4 A

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

4 A
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

3. Tentukan penyelesaian nilai mutlak dari

%+4>6

Penyelesaian secara manual :

a4 A

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

a4 A
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

4. Tentukan penyelesaian nilai mutlak dari |§ — 3| > 6

Penyelesaian secara manual :

a4 A

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

4 A
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Soal — soal kerjakan secara manual dan menggunakan software Wolfram Mathematica :

1 5
2451
X
2 3x
1——[<4
5|_

3 |4x+2]=10

4 |§—2|S6

N

|2 —4x| > 10
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BAB 3

FUNGSI

3.1 Definisi Fungsi
Dalam matematika, yang dimaksud dengan fungsi adalah aturan yang memetakan setiap objek x
di suatu himpunan D (daerah asal) kesebuah objek tunggal y di himpunan E (daerah hasil).
Fungsi biasanya dilambangkan dengan hurufkecil seperti f atau g.

Lambang f: D —E.
Berarti f adalah fungsi dari D ke E. Fungsi yang akan dibahas disini adalah fungsi dengan
daerah asal D eR dan daerah hasil E € R, yang sering dinyatakan dalam bentuk persamaan seperti
y=x"atau fix) =x% x € R.
Sebuah fungsi f'dari himpunan A ke himpunan B adalah suatu aturan yang memasangkan setiap
anggota x himpunan anggota A ke himpunan anggota B tepat satu anggota. A disebut
domain(daerah asal) sedangkan B disebut kodomain(dacrah kawan). Sedangkan setiap

himpunan B yang memperoleh pasangan dari himpunan A disebut Range (daerah hasil).

3.2 Sifat-sifat Fungsi
Jika f'dan g dua fungsi jumlah f+g, selisih f-g, hasil kali fg, hasil bagi f/g dan perpangkatan 1~
adalah fungsi-fungsi dari dengan daerah asal berupa irisan dari daerah asal f dan daerah hasil g,

dan dirumuskan sebagai berikut.

(F+8x) =fix) +gk)
(f-8)x) =fx) - g(x)
(&) =fx).gk)

—f®
(12)(x) p (x)asalkan g(x)#0

Jika f dan g dua fungsi dengan dua daerah asal g merupakan hasil / maka komposisi gof
memenuhi (gof) = g (f(x))

3.3 Notasi Fungsi pada Mathematica
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Penggunaan notasi Fungsi dalam Mathematica adalah menggunakan awalan huruf besar dan

selalu menggunakan tanda kurung siku [ dan ].

Contoh fungsi akar kuadrat

In[1]:= Sort [3]

outfij= v 5

Mendefinisikan fungsi sendiri pada Mathematica

Untuk mendefinisikan fungsi f(x) = x? maka notasi Mathetica dapat ditulis dengan perintah

sebagai berikut:

Infz]= £[x]=x"2

outfzle X

Underscore dikiri x menyatakan bahwa fungsi f memiliki variabel x. Untuk menuliskan fungsi
atau variabel lebih baik dengan menggunakan huruf kecil karena Mathematica memiliki fungsi
dengan huruf kapital. Sedangkan untuk fungsi dua atau lebih dari dua variabel yaitu f(u,v) =

u/v maka notasi Mathematica dapat ditulis dengan perintah sebagai berikut :

nf4:= o[ , ¥w]1=usfvw

u
Ot —
W

Contoh Soal dan Pembahasannya. Untuk f(x) = x2 — 2x, carilah dan sederhanakan :

a. f(4)
b. f(4+h)
c. fl4+h) —f(4)

d. w dengan h # 0

Penyelesaian secara manual :

a. f(x)= x?—2x

f(4) = 42 —2.4
f(4) = 16-8
f(4)=8
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Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
in(13]:= £[ax ] i=x"2-2x
£[4]

out[14]= &
Penyelesaian secara manual :

b. f(x) = x?—2x
fl4+h) = (4+h)?2-2.(4+h)
f(4+h)= (h* +8h + 16) — (8 + 2h)
f(4+h) = (h? + 6h +8)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

Infig]= f[x ] :=x"2-2x
£[4 + h]
Expand[£[4 + h]]

oo -2 (4+h) + (d+h)F

out[zi]= 8+ Eh+h'

Penyelesaian secara manual :

c. f(x)= x?—-2x
f(4+h)—f(4) = (h®*+6h +8)—(8)
f(4+h)— f(4) = (h? + 6h)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

Inpd)= E[x ] :=x"2-2x
£[4 +h] - £[4]
Expand[f[4 + h] - £[2]11

Out[g= —B-2 (d+h) + (d+h)t

owpel= Gh+ht

Penyelesaian secara manual :

d fa+n)— f(4) _ (h?+6h) _ h(h+6) _

- - - h+6

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[27]:=

Dt [23]=

Ot [20]=
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f[x]1:=x"2-2x
(f[4+h] - £[4]} /h
Expand[{f[4 + h] - £[3]) fh]
_EoZideh) 4+ fdeh)t

h

6+h



Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa :

1. Fungsi f(x) = 3x3 + x, hitunglah nilai dari masing-masing

a. f(l)

Penyelesaian secara manual :

-

\_

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-~

39| Fungsi



Nama :
NIM :

b. f(i) Klas :
Tanggal

Penyelesaian secara manual :

4 N

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

4 N

N /

Soal — soal dibawah ini kerjakan secara manual dan dengan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
Fungsi f(x) = 4x3 — 2x? + x + 7, hitunglah nilai dari masing-masing

a. f03)
b ()
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Nama:
NIM :
Klas :

1. Jika f(x) = x? + x dan g(x) = x%tentukan: Tanggal

a. (f+g)(2)

Penyelesaian secara manual :

-

\_

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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Nama:
NIM :
Klas :

b. (f-2)(2) Tanggal

Penyelesaian secara manual :

-~

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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Nama:
NIM :
Klas :

¢. () Tanggal

Penyelesaian secara manual :

-~

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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Nama :
NIM :
Klas :

d. (We)) Tanggal

Penyelesaian secara manual :

-~

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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Nama:
NIM :
Klas :

e. (gof)(D) Tanggal

Penyelesaian secara manual :

-~

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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Nama:
NIM :
Klas :

f. (fog)(l) Tanggal

Penyelesaian secara manual :

4 N

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

N J

Soal — soal dibawah ini kerjakan secara manual dan dengan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
Jika f(x) = x> + x + 8dan g(x) = (ing)z tentukan , hitunglah nilai dari masing-
masing
a. (ftg) (2)
b. (f-g) (2)
c. (fg)2)
d. (f/g)?2)
e. (gohH(2)
f. (fog)2)
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BAB 4
LIMIT FUNGSI
4.1 Teorema Limit

Pengertian Limit adalah mendekati. Maka limit dari f (x) saat x mendekati a , dapat ditulis
dengan notasi Lim,_,f(x) = L, dimana nilai L adalah nilai dari f(x), dimana nilai x adalah

cukup dekat dengan a tetapi tidak sama dengan a.

Untuk mendapatkan nilai Lim,_3f(x) , dengan cara mengevaluasi fix) pada x cukup dekat
dengan 3 tetapi tidak sama dengan 3. Untuk mengevaluasi nilai limit dari pendekatan sebelah
sebelah kiri, akan dipilih nilai x adalah 2.9, 2.99, 2.999, dan seterusnya. Perhatikan bahwa nilai
29=3-1/10=3-10",2.99 =3 -1/100 = 3 - 10”, dan 2.999 = 3 - 1/1000 = 3 - 10”. Untuk
menggeneralisasi, dapat menggunakan notasi dalam bentuk 3 - 10™ ( dimana n [] 0) untuk
menjelaskan limit terhadap x sama dengan 3 dari sebelah kiri. Demikian juga, dapat
menggunakan notasi nilai dalam bentuk 3 + 10" untuk mengevaluasi nilai limit dari

pendekatan sebelah sebelah kanan.
Contoh Soal dan Pembahasannya. Dapatkan nilai dari Li m,_,3(3x — 7)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[1= Clear[£, x, a, n]
f[x]:=3x -1
a=3;
data = H[Tahle[{a - 10, f[a - 1l]““], a+ 1™, f[a + lﬂ““]},
{n, 0, 5}]]:
TahleForm[data, TahleHeadings -- {Hone, {"x", "£{x}", "x", "£{x3" }}]

Out [5]4Table Form=

x £ x £ix)

2. -1. 4, 5.

2.9 1.7 3.1 2.3
2.99 1.97 3.01 2.03
2.999 1.997 3.001 Z.003
2.999%9 1.9997  3.0001 2.0003
2.99999 1,.99997 3.00001 2.00003
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa.

2_
Dapatkan sebuah tabel dan evaluasi limit dari Li ni ¢_,, xx—f.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.

Soal — soal dibawah ini kerjakan dengan menggunakan software Wolfram Mathematica :

1  Dapatkan sebuah tabel dan evaluasi limit dari Li mi t_3(3x — 7)

2_
2 Dapatkan sebuah tabel dan evaluasi limit dari  Li mi t,_5 xx_is
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Dari uraian diatas dapat diambil kesimpulan bahwa limit f{x) mendekati ¢ adalah L,
ditulis 1 i g, f(x) = L. Jika dan hanya jika untuk setiap bilangan £ > o (betapapun kecilnya),
terdapat bilangan € > o sedemikian sehingga apabila 0 < |x — ¢| < & berlaku|f(x) — L| < ¢.

Contoh Soal dan Pembahasannya. Buktikan bahwa nilai dari Li m._4(3x —7) =5
Penyelesaian secara manual :

Misalkan ¢ > 0 sembarang, kita harus dapat menemukan bilangan § > 0 sedemikian sehingga

apabila 0 < |x — 4| < § berlaku |(3x —7) — 5| < ¢
Perhatikan |[(3x —7) —5|<e e |3x—12)| <&
o B3x—-4)|<e¢

< 3|llx—4)| <e
£
elx—4 <=

3

Oleh karena itu dapat dipilih § = =,
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Nama:

NIM :
Klas :
Tanggal
Lembar Kerja Mahasiswa
2 -
Buktikan bahwa nilai dari Li m_,, = : f’; 6 =7

Penyelesaian secara manual :

-

.

/

Soal — soal dibawah ini kerjakan dengan menggunakan software Wolfram Mathematica :

1 Dapatkan sebuah tabel dan evaluasi limit dari Li mi t_,v2x = 2
2

x%+5x—6 _

Dapatkan sebuah tabel dan evaluasi limit dari  Li ni € 7

x—1
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4.2 Cara menyelesaikan limit fungsi

Menghitung limit fungsi di suatu titik dengan menggunakan definisi dan pembuktian seperti

yang telah diuraikan di atas adalah pekerjaan rumit. Semakin rumit bentuk fungsinya, semakin

rumit pula masalah yang dihadapi. Untuk itu berikut ini diberikan suatu rangkaian teorema,

rumus-rumus menghitung limit di suatu titik dengan cara sederhana.

Teorema :

a.

b.

f.

Jika m dan »n konstanta, maka lim (mx +n)=ma+n

X—>a

lima=a

xX—a

Jika m suatu konstanta maka lim m = m

xX—a

limx=a
xX—a

lim/x =va,a>0

xX—a

limlzl,a #0
x—)ax a

Operasi Pada Limit Fungsi

Misalkan lim f(x) =M dan lim g(x) = N, maka:

a. lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+lim g(x) =M + N

b. lim (f(x) - g(x)) =lim f(x) -lim g(x) =M - N

c. lim (f(x)g(0) = [lim f(x)Jlim g(x))= MN

d. lim

x—a

lim f(x)
[f(x)J = Xva =—, asalkan lim g(x)# 0
g(x) lim g(x) N o

e. lim Q/ f(x) = n\/lim f(x) = /M , dengan n bilangan positif dan lim f(x)>0

f. Teorema akibat lim (kf(x)) = klim f(x)=kM k= konstanta.
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Contoh Soal dan Pembahasannya. Carilah nilai Li my_,5; 5x2
Penyelesaian secara manual :
Li m_35x2 _5Lim_;x?
_5[Li m_3 x]?
_5(3)?
-45

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

= LImit[9x*2, x = 3]

Ot [i]= 45
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal
Lembar Kerja Mahasiswa.

Carilah nilai dari Li m_(4x? — 3)(7x3 + 2x)

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara manual dan dengan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 Carilah nilai dari 1i m,_q(4x3 — 3)(7x% + 2x)
2 Carilah nilai dari ~ li m_3(4x3-7x%+2x —3) (x* + 1)

4.3 Fungsi Polinom
Misalkan P,(x) dan P,,(x) adalah polinom-polinom (suku banyak) dengan:

2
S +cx+cy dan

-1

Pux) = cx" + cpxX™ + cpx
] ,

Pu(x) = X" + cpxX™ + cpax™

Cny Cn.l, Cp2, ...Co dan ¢y, Cm.y cmo ...co adalah konstanta yang merupakan koefisien-koefisien

polinom, maka

a) lim P,(x)=P,(a) ;aeR

b tim 2D 5@ p gy
wa P (x)  P,(a)

4_
Contoh Soal dan Pembahasannya. Carilah nilai dari 11 m,_, H

Penyelesaian secara manual :

3(-2)*-8
(-2)3+24

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

3t
infi]:= Limui xr—-2
" t[;3+24’ ]
5
dut[ll= —
ut[1] -
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Nama :
NIM
Klas :

Tanggal
Lembar Kerja Mahasiswa.

2— —
Carilah nilai dari 1 m&*2& =6
w—o—2  W2+4w+4

Penyelesaian secara manual :

4 h

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

4 h

. /

Soal — soal dibawah ini kerjakan secara manual dan dengan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

4_
1 Carilah nilai dari 1i mp,_, >—2

x3+24
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2— —_—
2 Carilah nilai dari 1§ m232® —w=0)
w—-—2 we+4w+4
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BAB S
TURUNAN FUNGSI

5.1 Pengertian Turunan Fungsi

Turunan fungsi f adalah fungsi f > yang nilainya di ¢ adalah

: ; h) —
o =i LD =IO

asalkan limit ini ada. Jika f mempunyai turunan di setiap x anggota domain maka :

: ; h) —
ORTARSEE A

Jika y = f(x) turunan y atau turunan f dapat dinotasikan dengan y’, atau %’ atau f(x), atau %

Contoh Soal dan Pembahasannya. Jika f{x) = 3x*+ 2x +4, maka turunan f adalah

Penyelesaian secara manual :

fe+h)-f (x)

F(x) = limy, o =,

O 3(x+h)?+2(x+h)+4—-(3.x2+2.x +4)
= 11m
h—-0 h

3(x2+4+2xh+h?)+2x+2h+4—-3.x>—-2.x—4)
h—0 h

3x24+6xh+3h*+2x+2h+4—-3.x2—-2.x—4)
h—0 h

6xh + 3h% + 2h

:hl—I}(l) h

. h(6x+3h+2)
= lim

h-0 h

=lim (6x+3h +2)
h-0

= 6x+2
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Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

1= Clear[£, x, h]
flr]:=3x" +2x+4
f[x + h] - £[x]
h

di fequo =

Expand [di fyquo]

deriv = Limit[difguo, h — 0]

—2x-Fxt+2th+x) +3h+xat
h

Dut[3]=

out[io= £+ 3h+6x

out[li]= 2+ 6 X
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal
Lembar Kerja Mahasiswa

Jika f(x) = 3x® — 5x° + x* — x + 11, maka turunan dari f{x) adalah

Penyelesaian secara manual :

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

/

.
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 y=3x"+2x*+x

2 y= X+ 3x%

Contoh Soal dan Pembahasannya. Jika f{x) = 3x*+ 2x +4, maka turunan fdi x = 2 adalah
Penyelesaian secara manual :

F|(2) — limh_,of(2+h)_f (2)

h
o 3(24+h)24+2(2+h)+4—-(322+22 +4)
= lim
h—0 h
 3(4+4h+h2)+4+2h+4—-(124+4+4)
= Jm h

~ 12h +3h2 + 2h
= lim
h—-0 h

. h(12+3h+2)
= lim
h—0 h

=lim (12+3h +2)
h-0
=14
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[1]:= Clear[£, x, h]
flr]:= 35" +2x+4
£[x + h]l - £[x]

h

difguo =

Expand[di fgquo]

deriv = Limit[difguo, h — 0]

deriv f. x = 2

—2u-dnt e 2 thex) +3 (h+mt
h

Dut[2]=

mt[= £+ 3h+6x
mut[i= &+ 6x

Out[i]= 14
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal
Lembar Kerja mahasiswa

Jika f(x) = 3x® — 5x° + x* — x + 11, maka turunan dari f{x) di x = 3 adalah

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1y =3x"+2x*+ x maka turunan dari f{x) di x = 4 adalah

2y =x"+ 3x* maka turunan dari f{(x) di x = 3 adalah
5.2 Turunan Fungsi Konstanta Dan Pangkat

1. Jika f{x) = k dengan k konstan untuk setiap x (fungsi / adalah konstan), maka /"’ (x) = 0.

Bukti secara manual :

fGx+h) - fx)

0 =
Ck—k

= hm =

=0

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

= F[x ] :=k;
flx+h] - £[x]

h

flx+h] - F
Limit[u; ho u]
1

Cuts}= 0
2. Jika f(x) = x untuk setiap x (fungsi f'adalah identitas), maka f/’(x) = 1.

Bukti secara manual :

, _ fx+h)—fXx)
F6) = =
RN GOt
h—-0 h
h

= lm >

=0

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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Inf10):= E[= ] i=20;
flx+h] - £[x]

h
[ Flx+h] - E£[x]

h

Limit ,ho u]

3. Jika f{x) = x" dengan n bilangan bulat positif, untuk setiap x, maka /"’ (x) = nx"".

Bukti secara manual :

fGx+h) —fx)
h

f'G) = lim
(x+ h)" —x"

o)==

x®+nx"1h+ nn—1) X" 2h% + ..+ nxh™ 14+ p" —x"

1 2
= o h
 h(na™t 4 wyc"‘zh b ot nXA™2 4 R
= Jm h
nn-—1
= }lin% nx™ 1 4+ %x"_zh + ..+ nxh" 24 pnt
= lim nx™?!
h—-0
= nx"?!

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

Infg)}= £[x ] i=x"
F[x+h] - F[x]
h

flx+h] - F
Lmit[M,h_.n]

h

-¥*+ (h+x)®

(=]
L
n
]
£

Contoh Soal dan Pembahasannya.Jika f(x) = x°, maka turunan dari fungsi f adalah

Penyelesaian secara manual :

fx) = 551
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f(x) = 5x*

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[1]:= Clear[f, =, h]:
fl] := x°;
flx + h] - f[x]
h
difegue = Expand [difguo]

difgqueo =

deriv = Limit[difgquo, h -+ 0]

-x% + (h+ }L::E

h

Out[3]

outa= h* s+ 5hx+ 100 % s 10nx* +5x°

OulsE Su 1]
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa

Jika f(x) = 5x® — 2x* + x3 — 8x + 3, maka turunan dari fungsi f{x) adalah

Penyelesaian secara manual :

/

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 y=3x"+2x*+ax

2y =abx’+3x’

5.3 Sifat — sifat Turunan

Jika k suatu konstanta, f'dan g fungsi-fungsi yang terdiferensialkan, # dan v fungsi — fungsi

dalam x sehingga u =f(x) dan v =g(x) maka berlaku :
1. Jikay = ku, makay' =k (u")
Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[3]= Clear[{, g, x]
DExg[x], x]

Outl10}= kg’ [x]
2. Jikay=u+v,makay =u"+ v
Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[11]:= Clear[f, g, x]
DIf[=] +g[=x], x]

outfizl= £'[x] +g [¥]
3. Jikny=u— v,makay =u' — v
Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[t13]:= Clear[f, g, %]
DLE[x] -glx], =]

=

out14}= £ [x] - g'[%]
4. Jikay =uv,makay =u'v+uv

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[18]:= Clear[[, g, X]
DIf[x] »gl[x], x]

5. Jikay = %,maka y' == vv_zuw

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[18]:= Clear[[, g, X]
DL{E[=] /fgl=x]), =]

Elx] g'[x]

[x]
g[x] g[x]*

Contoh Soal dan Pembahasannya. jika fx) = (3x° + 2x)(4x + 7), maka turunan dari f{x) adalah
Penyelesaian secara manual :

Jika f(x) = g(x).h(x)

g(x) =3x5 + 2x
h(x) =4x + 7
g'(x) =15x* + 2
h'(x) =4
fe0) = g'(x). h(x) + g(x). h'(x)
£20) = (15x* +2).(4x + 7) + (3" + 2x).4
Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

in[i]= Clear[f, x];
fLx]:= (327 +2x)x{dx+?):
DLE[x], %]

o (7+4x) (2+15xY) +4(2x+3x7)
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa

2x-1
x2+41’

Jika f(x) = maka turunan dari f{x) adalah

Penyelesaian secara manual :

-~

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
1 y=0Cx"2x*x)x*+7)
2 y=(x>+3x%)(4x*+2)
3 _ 1
y 3x2 +11
4 -
y 4x2-3x+9

5.4 Aturan Rantai (untuk Turunan Fungsi Komposisi)
Misalkan y = f(u) dan u = g(x) menentukan fungsi komposisi yang dirumuskan dengan
y = f(g(x)) = (fo9) (x). Jika g terdiferensialkan di x dan f terdiferensialkan di
u = g(x) maka y = (fyg)(x) terdiferensialkan di x dan
y' = (fog)' ()
=f'(g()g' )

dy dydu
dx dudx

Fungsi komposisi dapat diperluas menjadi komposisi 3 fungsi, 4 fungsi dan seterusnya.
Jikay = f(u), maka = g(v), dan v = h(x)

yakni y = (fogoh)(x)

d dy du dv
maka -2 = 2=
dx du dv dx

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan turunan y = (3x* + 7x — 8)°
Penyelesaian secara manual :
Misalkan u = 3x* + 7x* — 8x°

y=u

Untuk fungsi u, maka Z—Z =34.x"1 4+ 71471 -8.0.x°71
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du_12 347
dx x

Untuk fungsi y, maka Z—Z =9yt

. dy _ dydu
Maka untuk fungsi y, maka 22
dx du dx

d
d_ic/ =9u’ 1« (12x3 + 7)

d
d_ic/ =9(3x* + 7x — 8)8 x (12x3 + 7)

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[27T]= Clear[f, x]:

Flr ] = (3x*4+7Tx-8)*9;
DIf[x], x]
ouzEs 9 (T+12%x°) [-8+7x+3x%)8
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Nama :
NIM :
Klas :

Lembar Kerja Mahasiswa Tangeal

Dapatkan turunan dari fungsi y = (x213219)8

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
1 y=(3x*+2x*x)*
2 y= (x3 + 3x2) 2
3 _ 1
y (3x2+1)?
1
4 y =

(4x2-3x+2)3

5.5 Turunan Fungsi Implisit

Fungsi implisit secara umum dapat ditulis sebagai f(x, y) =0 dengan y sebagai

fungsi dalam x.

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan Z—z dari fungsi yang dirumuskan dengan y — 5x* +
8x =0

Penyelesaian secara manual :

Apabila kedua ruas dari fungsi y — 5x* + 8x = 0 diturunkan terhadap x, maka diperoleh:

d
& Saax*14gx1x =0
dx
d
—y—20x3+8=0
dx
dy
— =20x3-8
dx x

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

Inf28=dg = y-5x*4 + BxX ==
Dt [da, x]

_— 3 . )
Cutf28)= 8 -20%" + DE[v, x] =0
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Nama:
NIM :
Klas :

Tanggal
Lembar Kerja Mahasiswa

Tentukan Z—z dari fungsi yang dirumuskan dengan 2x°y — 9y —x3+7 =0

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 Tentukan Z—z dari fungsi yang dirumuskan dengan 4x> + 11xy* — 2y°=0
2 Tentukan Z—z dari fungsi yang dirumuskan dengan xy + sin y = x*
3 Tentukan Z—z dari fungsi yang dirumuskan dengan 6x - \/2xy + xy’=y*
4

Tentukan Z—z dari fungsi yang dirumuskan dengan cos(xy) = y* + 2x

5.6 Turunan Tingkat Tinggi

Jika fungsi diturunkan maka turunannya, yaitu /'’ juga berupa fungsi sehingga bolehjadi f°
mempunyai turunan tersendiri yang dinyatakan oleh (f*)’ = /. Fungsi yang /"’ baru ini disebut
turunan kedua dari f karena dia merupakan turunan dari turunan f .Dengan notasi Leibniz kita

tuliskan turunan kedua dari y = f{x) sebagai

d [dy] d?y
 dx?

dx ldx] ~
Notasi lain adalah " (x) = D?f(x)
Contoh Soal dan Pembahasannya. Jika f{x) = 3x*+ 7x — 8, tentukan />’ (x).

Penyelesaian secara manual :
f(x)=12x3+7
untuk mencari /7’ (x) kita turunkan £ (x):
sy @ 3
)= = (12x°+7)
= 36x2

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[40):= Clear[E, x]:
flx]:=3x" +Tx-8;
DlE[=], {x, 2}]

OutfdZE 36 10
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa
Tentukan f’(x). dari fungsi yang dirumuskan dengan f(x) = (4x® + 2x)(5x% + x + 7)

Penyelesaian secara manual :

4 N

. /

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

/

- /
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 Tentukan /’(x). dari fungsi yang dirumuskan dengan f(x) = (3x*+2x*+x)*
2 Tentukan /***(x). dari fungsi yang dirumuskan dengan f(x) = (x’ + 3x%)?
3 Tentukan f7’(x). dari fungsi yang dirumuskan dengan f(x) = (3x21+1)2

4 1

Tentukan f’(x). dari fungsi yang dirumuskan dengan f(x) = axZ—3xt2)?

5.7 Turunan Fungsi Aljabar dan Transenden

o ( Fungsi Rasional
Fungsi Aljabar < _ _

LFrmgsr Irrasional
Fungsi
Fungsi Trigonometri

Fungsi Siklometri

Fungsi Transenden: Fungsi Logaritma

Fungsi Eksponensial

~ Fungsi Hiperbolik
5.7.1 Turunan Fungsi Rasional

Contoh-contoh tentang turunan yang diuraikan sebelumnya adalah contoh-contoh turunan fungsi

rasional. Jadi turunan fungsi rasional ini tidak perlu dibahas kembali.
5.7.2 Turunan Fungsi Trigonometri

Akan dicari turunan fungsi kosinus sebagai berikut.

Ingat: cos (a +b) = cos a cos b — sin a sin b. Jika f(x) = cos x, maka

Bukti secara manual :

fx+h) - fx)
h

f'G) = lim

. cos(x + h) — cox(x)
= lim
h-0 h
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cos(x)cos(h) — sin(x)sin(h) — cox(x)

h—-0 h

cos(x)(cos(h) — 1) — sin(x)sin(h)
ho h

cos(x)(cos(h) — 1)  sin(x)sin(h)
— lim
h—0 h h—0 h

cos(x)l_ cos(h) —1 I sin(x)l_ sin(h)
RO h RS0 kR K% h hSo

= cos(x) * 0 —sin(x) *x 1
= —sin(x)
Jadi, jika f{x)= cos x, maka f’(x) =—sinx
Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :
n[13]:= E£[x ] := Cos[x]:

£[x+h] - £[x]

h
£ h] -f£
[x+h] [x];h_}n]

Limit [ -

out[15)= - Sin[x]
Bukti notasi lain dengan menggunakan Matematika Wolfram :

in[19]:= £[x ] := Cos[x];
f[x+h] - £[x] .

h
£ h]-f£
|_,j_mit[ Ihx+h]-Tx] ,ho n]
h
out[z1]= -Sin[x]
Analog :
jika f{x) = sin x, maka 17 (x) = cos x

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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infio]:= £[x ] == Sin[x]:
flx+h]-£[x] .

h
[f[x+h] - f[x]

h

Limit ,h-;n]

mut[12]= Cos[x]
Bukti notasi lain dengan menggunakan Matematika Wolfram :

inf#:= Clear[£, x];
flx ] :=5in[x]:
D[f[x] ., x]

outfsl= Cos[x]

jika f{ix) = tg x, maka f”(x) = sec2 x

jika f{x) = ctg x, maka f”(x) = — cosec2 x

jika f(x) = sec x, maka f’(x) = sec x tg x

jika f(x) = cosec x, maka f’(x) = — cosec x ctg x
5.7.3 Turunan Fungsi Siklometri

Fungsi siklometri adalah invers fungsi trigonometri. Akan dicari turunan invers fungsi sinus

(arcus sinus) berikut.

y = arcsinx , maka akan didapat bahwa x = sin (y)

d
Maka untuk ﬁ =cosy

A , sedangkan cosy = V1 — x?

dx cosy

dy 1
dx — V1— 22
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cosy = J1-x
Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

Inf24]:= £[x ] := ArcSinh[x]:
flx +h] - £[x] .

h
f[x+h] - £[x
L]'.mit[—[ M h—>ﬂ]
h
1
Ot [36]=
'-.llI 1+ :‘:2
. .- _ . r_ 1
Jadi, jika y = arc sin x,maka y i
.o b 1
Analog : jika y =arc cos x, makay’ = —
.o 1
jika y =arc tgx, makay’ =——;
jikay=arcctgx, makay’ = —;
.o 1
jika y = arc sec x, makay’ = P e
.o 1
jika y = arc cosec x, maka y ’ = s

5.7.4 Turunan Fungsi Logaritma

Akan dicari turunan f{x) = In x sebagai berikut.

fGx+h) - fx)
h

f'G) = lim

In(x + h) — In(x)
N h-0 h
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In (x + h)

h—-0 h

h—-0

=%

i n (14 3)
}li_I)% X

IR

Mengingat 1imh—>0 In f(x) = |n }lln’(l) f(x) dan limh_,o (1 + g)h =e

Sehingga diperoleh

=R

= }li_r)r(l) In (1 + %)

lim x
h—-0

SR

In. }li_r}(l) (1 + g)
}li_r)r(l) X

Ine

|

Bl

Jadi, jika f (x) = Inx, maka f'(x) =

RIr
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Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[4}= Clear[f, x]:
flx ] := Log[x]:
DIf[=], =]

Selanjutnya jika y = a log x maka turunannya dapat dicari sebagai berikut.

a) Inx 1 1
=%)ogx 5 y= —= —lnx
Y & Y Ina Ina

Sehingga y' = —
1
xlna

Jadi, jika y = a log x, maka y' =

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[10]:= Clear[f, x]:
f[x ] := Log[ax] / Log[a] :
DLE[=], x]
1

Out[17]=
¥ Log[a]

5.7.5 Turunan Fungsi Eksponensial
Akan dicari turunan y = a * sebagai berikut.
y=a* »Iny=Ina*

- Iny=xIna

Iny
- X = —

Ina

1l
> X = —
x lnany

. dx
Sehingga o ey
. dx
Diperoleh o= ylna=a*In a
Jadi,jikay=a", makay’=a"Ina
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Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[13]:= Clear[f, x]:
f[=] t=a*x;

DIE[x], x]

out15}= & Logla]

Khususnya untuk a = ¢, jikay=e¢*, makay’=e" lne=e¢"

Jadi, jikay=e", makay’ =¢e"
Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[1&)= Clear[f, x];
flx=] t=ex;

DIE[x], x]

ouigi= " Log[e]

5.7.6 Turunan Fungsi Hiperbolik

. eX—e™* 1 eX+e™*
sinh x = cothx = = -
tanh x eX—e X
e*t+e™* 1 2
cosh x = sech x = = —
cosh x e*+e™*
sinhx e*—e™* 1 2
tanh x = = csch x= =
coshx e*+e™* sinh x eX—e™ X

Jika f(x) = sinh x, maka dengan menggunakan turunan fungsi eksponensial diperoleh. Jadi, jika

f(x) = sinh x, maka f’(x) = cosh x

Fie = (200

= cosh x

Bukti dengan menggunakan Matematika Wolfram :

81 | Turunan Fungsi



In[15]:= Clear[f, x]:
flx ] := Sinh[x];
DIf[=], x]

il= Cosh[x]

(=]
T

5.8 Turunan Fungsi Parameter

Apabila disajikan persamaan berbentuk:

x =)

y=28@
maka persamaan ini disebut persamaan parameter dari x dan y, dan ¢ disebut parameter. Dari
bentuk parameter ini dapat dicariz—idengan cara sebagai berikut. Dari x = f(¢) dibentuk ¢ = Ah(x)
dengan /4 fungsi invers dari /. Nampakbahwa y = g(¢) merupakan bentuk fungsi komposisi

y = g(0) = g(h(x))

dy dt ay dy 1

tau == = =

. ay
Diperoleh — = u
p dx  dtdx dx dt %

_ dy/at

inooa 2
Sehingga T drjdl

Tentukan Z—z untuk fungsi parameter berikut y =2 — 9t dan x =sin t
Untuk y = 2 — 9t, maka % = -9

. dx
Untuk x = Sin t, maka i Cost

_dy/dt -9 9

dx/dt ~ Cost Cost

. ay
Sehingga e

82 | Turunan Fungsi



In[28]:= Clear([y, x]:
¥lt]:=2-9¢;
x[t ] »= Bin[f]:
DLy [t], £]
Dl=x[t], t]
DLy[t], ] FD[x[t], £]

Out[z5}= -9 ]
out30}= Coa[t] ]

out3 -9 Sec[t] 1]
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa :

Tentukan Z—z untuk fungsi parameter berikut x = In (2t — 9) dan y = (t* + 7)°

Penyelesaian secara manual :

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

(2t-9),

d
I Tentukan ﬁ untuk parameter x = e y = cos (t)

2 Tentukan Z—z untuk parameter y =2 —t dan x = cos (t)

85 | Turunan Fungsi



BAB 6
INTEGRAL
6.1 Definisi Integral

Fungsi F disebut anti turunan (integral tak tentu) dari fungsi f pada himpunan D jika F ’(x) =

f(x) untuk setiap x € D. Fungsi integral tak tentu f dinotasikan dengan | f (x) dx dan f (x)
dinamakan integran. Jadi % [ f(x)dx = f(x). Jika F suatu fungsi integral tak tentu dari f , maka

[ f(x)dx = F(x) + C dengan C konstanta sembarang.
Misalkan f dan g mempunyai anti turunan dan k suatu konstanta, maka
1. [kf(x)dx =k [ f(x)dx
2. JIfG) +g()ldx = [ fCdx + [ g(x)dx
Rumus Dasar
. fx"dx= —x™1 4+ Cn#—1
n+1
2. f%dledx|+ C,x#0
3. [eXdx=e*+ C,x#0
4. faxdxziax+ C,a#1l,a>0
Lna

5. [sinxdx= —cosx+C

6. [cosxdx= sinx+C
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai integral dari [ 2* dx .

Penyelesaian secara manual :

1
2% dx = —2*%
f X 12 +C

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[33]:= ‘J"E"::_d]::_
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa :

2x%4+x+1
3

dx

1. Tentukan nilai dari [

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
1 2

f (x —2)~dx
2 1++/x

f x dx

3 f(sinx—ﬁ)dx

6.2 Integral dengan Substitusi

Jika u = g(x) yang didefinisikan pada interval I mempunyai invers x = g '(u) dan fungsi-fungsi
g dan g ' keduanya mempunyai derivatif yang kontinu pada intervalnya masing-masing, dan f

kontinu pada interval di mana g ' didefinisikan, maka

[ rlgtn g ax = radu

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari [(2x + 6)2°1*dx.

Penyelesaian secara manual :

Misalkan = 2x 4+ 6 , maka Z—Z = 2, maka du=2 dx

Maka [(2x + 6)2%1*dx = [~ (2x + 6)°1* 2dx

1
— | 2420144
fzu u

1
— Efuzomdu

1 1
= *

_ = (2014+1) 4
2" 2ot4+ )" *

1
—Uu

— 2015
4030

+c

1
— 2 62015
—4030( x+6) +c

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[34]:= I{Z X+ 6)*
2014 dx

I:ﬁ + 32 K:! 2015

Out]34]=
4030
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa
1. Tentukan nilai dari [ x(3x? + 5)2°*7 dx

Penyelesaian secara manual :

-

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

\_
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

! f3(X—2)9dx

2 f(sz + 2)%dx

3 f 8 p
x+3) "
6.3 Integral Parsial

Rumus :

fudvzuv— fvdu

Untuk menyelesaikan integral parsial adalah pemilihan u dan dv. Fungsi yang dimisalkan u
adalah fungsi yang diturunkan terus menerus menghasilkan nilai 0 (nol). Sedangkan fungsi yang

dimisalkan dengan dv adalah fungsi yang dapat di integralkan.
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari [ x Cos x dx
Penyelesaian secara manual :

Misalkan u = x , maka du = dx

Sedangkan dv = Cos x dx, maka v = [ Cos x dx = Sin x

Sehingga [ x Cos xdx = x Sinx - [ Sinxdx

=xSinx+ Cosx+c

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[43]:= J}:CDS [x] dx

out[43]= Cos[x] + x 5in[x]
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Lembar Kerja Mahasiswa
Tentukan nilai dari [ e* Cos x dx

Penyelesaian secara manual :

Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
fxsinxdx
fx sin2x dx
fx e* dx

4 fexsinx dx

> fxze‘x dx

6.4 Integral Fungsi Pecah Rasional
Pn(x)= a,+ a;x + x>+ a3’ + ..+ ax" dengan an # 0 dinamakan polinomial (fungsi

suku banyak) berderajat n. Fungsi konstan Po(x) = a, dapat dipandang sebagai polinomial

berderajat nol.

N(x)
D(x)

Fungsi pecah rasional adalah fungsi berbentuk dengan N(x) dan D(x) polinomial-

polynomial. Penyelesain tentang integral fungsi pecah rasional dapat diperinci untuk beberapa

kasus sebagai berikut.
6.4.1 Keadaan N(x) = D’(x)

Jika N(x) = D’(x) maka penyelesainnya adalah :

fN(x)d—L IDGO)| + C
D) x = Ln|D(x)
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari f xzzf;i "

Penyelesaian secara manual :

f 2x+2
x2+2x+4

dx =Ln|x*+2x +4|+C

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[45]:= j{ﬂxﬂ?}f [x2+2x+4]| dx + C

Out[48)= C+L|:|g[-'-1 + 21+x2]
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa :

2x+6

Tentukan nilai dari [ ————
x“+6x+13

Penyelesaian secara manual :

-~

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

N
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 f 2x + 3 J
X2+3x—4

2 4x3 + 4x 4
GZ+12

6.4.2 Keadaan derajat N(x) > derajat D(x)

Lakukan pembagian N(x) oleh D(x) sehingga diperoleh bentuk % =Q(x) +% dengan

derajat R(x) < derajat D(x) , Q(x) adalah polinom, sehingga integralnya sangat mudah.

dx.

3
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari | x:+1

Penyelesaian secara manual :

f x3 p _fx(x2+1)—xd
x?+1 x= x?+1 x

=j'x(x2+1) dx—j X

x2+1 x2+1

d %Zx d
frae [ £

1, lf 2
Y T el

S ) lx* + 1]+ C
—zx an

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[44]:= J(f’j /(= +1) ax

i . .
Outf4dl — - — Log|l +x
2 2 - -
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa :

4 2
. . x*—19x“—48x+60
1. Tentukan nilai dari [ - dx
x2+6x+13

Penyelesaian secara manual :

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

e

.
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

1 x3
fx2+1dx

2 x* —19x% — 48x + 60
f x2 4+ 6x+13

dx

6.4.3 Keadaan Derajat N(x) < Derajat D(x)

Pada pembahasan ini N(x) # D’(x). Tanpa mengurangi umumnya pembicaraan, diambil

koefisien suku pangkat tertinggi dari x dalam D(x) adalah satu. Untuk menghitung f ( )d

terlebih dahulu integran dipisah menjadi pecahan- pecahan parsialnya. Cara memisah E ;
menjadi pecahan- pecahan parsialnya :

1) derajat N(x) < derajat D(x)

2) koefisien suku pangkat tertinggi dari x dalam D(x) adalah satu

3) N(x) dan D(x) tidak lagi mempunyai faktor persekutuan

Menurut keadaan faktor-faktor D(x), dalam memisahkan % menjadi pecahan-pecahan

parsialnya dapat dibedakan menjadi 4 keadaan, yaitu :
6.6.1 Semua faktor D(x) linear dan berlainan

Misalkan faktor-faktor D(x) adalah x —a, x — b, x — ¢, dan x —d, maka D(x) =(x —a) (x — b) (x

— ¢) (x — d). Dibentuk -4 4 5 4 —+ — sebagai suatu identitas dalam x,

D(x) x—a x—b x—c
sehingga untuk setiap nilai x yang diberikan maka nilai ruas kiri dan nilai ruas kanan dalam (1)

sama. Konstanta A, B, C, dan D adalah konstanta-konstanta yang masih akan dicari nilainya.

6x%+6

Contoh Soal dan Pembahasannya. Dapatkan nilai dari [ Sraie

Penyelesaian secara manual :

x3+4x2+x—6dx= x—Dx+2)(x+3) dx

j‘ 6x> + 6 6x%+6
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=ji(xf1)+ (xi2)+ (xf—S)} dx

A+ 2)(x+3)+Blx—1)(x+3)+ Cx—1)(x +2) J
‘f G-Da+2(x+3) ¥

Maka di dapat persamaan
6x2+6=Ax+2)(x+3)+Bx—-1Dx+3)+Clx—-1D(x+2)
Dari persamaan jika
x = ldidapat - 6x12+6= A1+2)1+3)+BA-DxE+3)+CcA-1A+2)
- 12=124 - A=1

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
In[47]:= J(ﬁ x+6) /(¥ rax’+x-6) dx+C

1 5 5 \
outj#sT)= C+ 6 |E Log[-1+x] - . Log[2 +x] + — Log[3 + x]

“

97 |Integral



Lembar Kerja Mahasiswa :

1
x(x+7)

1. Tentukan nilai dari [ dx

Penyelesaian secara manual :

Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

dx

1 f2x4—2x3+3x2—2
x2 —x

6.6.2 Semua faktor D(x) linear tetapi ada yang sama (berulang).
Misalkan faktor-faktor D(x) adalah x —a, x — b, x — ¢, x — ¢, x — d, x — d, dan x — d, maka D(x) =

+ 4y + =+

¢ (x—c)2 x—d

(x—a) (x—b) (x— ) (x ~d)’. Selanjutnya dibentuk 02 = =

C D E
D(x) x-a x-b @ x-—

(x—Fd)Z + (x_Gd)3 . Perhatikan suku-suku pecahan di ruas kanan terutama yang sesuai dengan akar

sama c dan d.

Contoh Soal dan Pembahasannya. Dapatkan nilai dari [ GOy

Penyelesaian secara manual :

f ad dx = j { 4 + 5 + ¢ + b } dx
(x—2)(x+1)3 x—2) (x+1) (x+1? (x+1)3
Maka didapat persamaan

X A B C D

(x—2)(x+1)3 (x—2)+(x+1)+(x+1)2+(x+1)3

x A+ 1P +Bx—2)(x +1)?+C(x —2)(x + 1) + D(x — 2)
(x=2)(x+1)3 (x—2)(x+1)3

x =Ax+1)3+B(x—2)(x+1D?*+C(x—2)(x+ 1)+ D(x —2)
Dari persamaan jika

x = 2didapat -2 = AQ+1)3+B2-2)2+1)?+C(2-2)(2+1)+D(2-2)

2
2=27A 5 A=—
- - 57

x = —1didapat - —1
= A(-1+1)*+B(-1-2)(-1+1)*+C(-1-2)(-1+ 1)+ D(-1-2)
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- —1=-3D - D=

x = ldidapat > 1 = A1+ 1)3+B(1-2)1+1)?+C(1-2)(1+1)+D(1-2)

- 1=84A—-4B—-2C—-1D

1=28 2 4B - 2C -1 1
i = k — — —_ —_ * —
27 3

1 16 4B — 2C 1
- 1= —— - - =
27 3
20 4B — 2C
- —= — —
27

x = 0 didapat -0 = A0+ 1)3+B(0—2)(0+1)2+C(0—2)(0+ 1) + D(0 — 2)

- 0=A-2B-2C-2D

2 1
- 0= =——2B—2C—2=

27 3
2+ = —2B—-2C
27 3
16 2B — 2C

- — = — —

27

A=i B=—£ C=—£ D==
27" 27" 27"
Maka
) 2 L2 s 1
f(x—Z)(x+1)3 dx = f (x2—72) +(xf71)+(x +217)2+(x +31)3 dx

ad d
f(x—Z)(x+1)3 x

2
_ 27 27 27 3
= f(x—Z) dx+f(x+1) dx + —(x+1)2 dx+f—(x+1)3 dx
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ad d
f(x—Z)(x+1)3 x
2 1 2 1 6
- ﬁf(x—z) dx _ﬁf(xﬂ) dx =37
1 1
+§j(x+1)3 X

ad d
f(x—Z)(x+1)3 x

2ol R - & [detD
— 27 27 % 27) (x + 1)2

6 1 1 1

1 g
f(x+1)2 x

1(dx+1)
3) (x+1)3
+C

x 2 2
f— dx = erﬂx —2| _;lnlx +1]+ 27 (x+1) 6 (x+1)?

(x=2)(x+1)3

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

f x
In[5]:= — dx
(x—-2Dx+1¥
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Lembar Kerja Mahasiswa :

Tentukan nilai dari [ . (x21+7)2

Penyelesaian secara manual :

Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

by

x+3

(x=1)2(x+4) X

Zf x
G2+ 12

3 X
f (x?—1)?(x2+1) dx

6.6.3 D(x) mempunyai faktor kuadrat dan semua faktor kuadratnya berlainan

A

Misal D(x) = (x - p) (x — q) % {(x —a)? + b2} {(x — ¢)? + d*} maka perlu dibentuk % = A

B
x—q

x—p
C Dx +E Fx+G
(x—q)? (x-a)? +b? (x-c)? +d?

6.6.4 D(x) mempunyai faktor kuadrat yang sama.

Misal D(x) = (x — p) (x — q) 2 {(x — a)* + b’} {(x — ¢)* + d*}” maka perlu dibentuk G fop +

x—=q

D(x)
c Dx +E Fx+G Hx+I1 Jx+K
(x—q)? (x-a)2 + b2 (x=c)2+d? ((x=c)2+d?)? ((x=c)2+d?)3

6.7 Integral Fungsi Trigonometri

Rumus-rumus Sederhana :

1.

S o B

[ Cos xdx =Sinx+C
[Sinxdx = —Cosx+C
[Tanx dx = —Ln|Cos x| + C
[ Cot xdx = Ln|Sinx| + C
[Sec* xdx =Tanx+C
[SecxTanxdx = Secx + C
Jesc?xdx= —cotx + C

Jescxcot x dx= —cscx+ C
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9. [secxdx =In|secx +tanx|+ C

10. [ cscx dx = —In|cscx + cotx| + C
6.7.1 Bentuk [ R (Sin(x)) Cos x dx dan [ R(Cos x) Sin x dx

Jika R fungsi rasional maka

[R(Sinx) Cosxdx = [R (Sinx)d (Sinx)
= fR(y) dy
jR (Cos x) Sinx dx = —jR (Cos x) d (Cos x)
= — fR(t)dt
Dengan mengingat rumus cos” X + sin® x = 1, maka :
jR (Sin x, Cos? x) Cos x dx = jR(y, 1—y3)dy

[ R(Cos x,Sin? x) Sinx dx = [R(t,1— t?)dt

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari f (2 cos?x —sim + 7) cos x dx
Penyelesaian secara manual :

Menggunkan rumus cos” x + sin> x = 1, dimana cos” x =1 - sin” x,

cos x dx =d sin x

f(Zcoszx—sinx+7)cosxdx= f(Z(l—sinzx)—sinx+7)dsinx
= f(Z—Zsinzx—sinx+7)dsinx
=f(—2$in2x—sinx+9)dsinx

= —ZJ-Sinzxdsinx—fsinxdsinx +9]dsinx

104|Integral



= —2fsin2xdsinx—fsinxdsinx +9fdsinx

Misalkan u=sin x

Maka

=—2]u2du—judu+9jdu

S I Y,
= —zWw-gu u
2 1
— _ _33 __,2
= 3u 2u +9u+C
Kalau u diganti sin x menjadi :
2 1

.3 . 2 .
= —=—sin°x— =sim“+9sim +c¢
3 2

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[25]:= J(-E x* —x+9)dx + C
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Lembar Kerja Mahasiswa :
Tentukan nilai dari [ sin3 x dx

Penyelesaian secara manual :

Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/

106 |Integral




Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
1 [sin*xdx

f sin? x dx

J- cos? x dx

6.7.2 Integral dengan memperhatikan rumus-rumus
. simsiny = %{cos(x—y)—cos(x+y)}
2. sinxcosy=%{sir(x+y)+sir(x—y)}

3. cosxcosy = % {cos(x + y) + cos(x — y)}

b

sin®x = % {1 — cos 2x}

)]

cos?x = % {1 + cos 2x}
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari [ si Bx si i2x dx
Penyelesaian secara manual :

Merujuk rumus si mxsiny = %{cos(x —y) —cos(x + y)}, maka

1
j simxsixdx = J-E{cos(3x — 2x) — cos (3x + 2x)}dx
1
= jz{cosx — cos 5x}dx

—fl d 1f 5x d
= | gCosxdx —= | cox 5x dx

1 1
= chosx dx—ﬁjcoxSdex

1 .
—551nx—ﬁsnﬁx+€

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[25):= jsm [3x] #Sin[2x] dx + C

Sinfx] 1

Out[25}= C + - — 3in[5x]
2 140
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Lembar Kerja Mahasiswa :
Tentukan nilai dari [ si 3 x cos 2x dx

Penyelesaian secara manual :

Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :
f simxsimx dx
f cos 3x cos 2x dx
f sim3x cos 2x dx

6.8 Integral Fungsi Irrasional

Dalam tulisan ini dibahas beberapa jenis integral fungsi irrasional. Pada dasarnya integral ini
diselesaikan dengan mengubah integral irrasional menjadi integral rasional, baik rasional aljabar

maupun trigonometri.
Rumus Fungsi Irrasional
1 . X
1. fﬁ dx = arcsin-+ C

a X
2. IW dx = arcsec=+ C

3. fﬁ dx = In|x + Vx% + a2[+ C
4. fﬁ dx = In|x + Vx2 — a?|+ C

2
5. [Va? —x? dx = §\/a2—x2+% arcsinz+ C
2
6. [Vx2+a? dx = §\/x2+a2 +a7ln|x + Vx2+a?|+ C
2
7. [Vx%2—a? dx = §m+%ln|x+ \/W|+ C
6.8.1 Bentuk Irrasional Satu Suku

Jika integran hanya memuat bentuk irrasional dari satu macam suku, misalnya x, maka integral
dapat dijadikan integral rasional dengan substitusi y = V/x dimana n kelipatan persekutuan
terkecil dari pangkat-pangkat akar.

Vx

1+Vx dx

Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari [

Penyelesaian secara manual :
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Diambil substitusi = Y/x , sehingga x = y°, dan dx = 6y° dy

Ve oo o W s
f1+\/§dx - f1+\/F 6y dy

1+
7
y
= d
,[1 +y3 Y
A +y3y* —y*
= dy
1+y3
(1+y3)y* y*
- 6f 1+y3 d 6f1+y3 dy
1+y)y—vy
=6|y*dy—6
fy y 1+ y3

y
=6fy4dy—6fydy—6j1+y3dy

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[28]:= J@T{f (1 +ﬁ] dz + €

6x%E — r-1+2xbE, - Le
Outf28)= C-3X "+ —— + 2 3 ArcTan -2Llog|l+x
5 L l L

| +Logll—x¥® . xt?]

W E

6.8.2 Satu-satunya Bentuk Irrasional v ax? + bx + ¢

Dalam hal ini Vax? + bx + ¢ sebagai satu-sanya betu ntuk irrasional di dalam integran, maka

integran dapat dijadikan rasional dengan substitusi

Vax2+bx+c=x\a+ y,jikaa>0

Atau

Vax2+bx+c=xy++c,jikac=0

—(y%—
Dengan substitusi yang pertama diperoleh x = % dan dx dapat dinyatakan ke dalam

bentuk rasional dalam y kali dy.
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6.9 Substitusi Trigonometri

Dengan memperhatikan rumus trigonometri  cos” x +sin’x =1 dan 1 + tan® x = sec’ x

bentuk-bentuk irrasional berikut dapat dijadikan bentuk rasional fungsi trigonometri.

Bentuk Substitusi Diferensial

[a? — x2 x=asing dx =acos® dp

[x2 — g2 x=aSec® dx =acos® tan@ d@

[a? + x2 x =atan @ dx = a sec*® do
Contoh Soal dan Pembahasannya. Tentukan nilai dari [ 4_2x2 dx

X

Penyelesaian secara manual :
Bentuk yang dapat diambil adalah V4 — x? maka menjadi bentuk v22 — x?2
Menggunakan substitusi x = 2 si nd

Yang menghasilkan dx = 2 cos @ d@

Maka V4 —x2 = \[4 — (2sim0)? = 4 —4sin?@ = 2/1— sin?@ = 2,/cos? @ = 2cos®

Akibatnya cos @ = %\/4 — x?
11

Dari sini sint = % x , sehingga didapat t = sin™ 5%

Jadi integralnya adalah

V4 — x? 2cos®
f—d f 2cos@dp = fcotz(Z)d(Z)z f(cscz(z)—l)d(z)

x2 4sin%Q
— _cotp-p+c= -2 g4
- T simg ¢
V4 — x? 41
=-——F —sin §x+C

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[27):= -Jﬁ\l' 4_x* /xz dx + C

4o xE X
oulr C- — —Pu':cSin[—]
X 2
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Lembar Kerja Mahasiswa

1. Tentukan nilai dari [ V16 + x2 dx

Penyelesaian secara manual :

Nama :
NIM :
Klas :

Tanggal :

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.

/
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Soal — soal dibawah ini kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram

Mathematica :

X

1 j' 1
—d
x2V1 — x2

X
1 X
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BAB 7
INTEGRAL TERTENTU
7.1 Definisi integral tertentu

Jika f fungsi yang terdefinisi pada [a,b] dan limpj 5o Xty f(W;) Ax; ini adan, maka limit
tersebut dinamakan integral tertentu (Integral Riemann) fungsi f pada [a, b]. Selanjutnya f

dikatakan integrable pada [a, b] dan integralnya ditulis f: f(x)dx.

Jadi [ £ (x)dx = limypy o Xy £ (W) Ax;
Jika fintegrable pada [a, b] maka:
a. a. fbaf(x)dx =— f:f(x)dx
b. Jikaa = b maka f:f(x)dx = f;f(x)dx =0

Jika f(x) > 0, maka f: f(x)dx = limyp)|0 Xiz1 f (W;)Ax; secara geometris menyatakan luas

daerah di bawah kurva y = f(x), diatas sumbu X, di antara garis x=a dan x=b.
Contoh Soal Jika f(x) = x + 3, tentukan f_32(x + 3)dx

Penyelesaian secara manual :

Buat partisi pada [—2,3] dengan menggunakan n interval bagian yang sama panjang. Jadi
panjang setiap interval bagian adalah Ax = % Dalam setiap interval bagian [xi — 1, xi] partisi

tersebut diambil wi = xi.

Akan dicari nilai limjp|-o Xicq f (W) Ax;.
¥ fx)=x+3

x0=_2

5

X1 =—2+Ax=-2+—
n

5
x2=—2+Ax=—2+2;

5
X3 =—2+Ax=-2+3-
n
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x= -2+ A =—2+i2
Xy = =2+ Ax = —2+n(%) =3
Karena untuk setiap i = 1,2,3, ..., n dipilih w; = x; makaw; = =2 + i (g) =-2+ %i, sehingga

fw) =w; +3

5i
= (-2+2)+3

n
=1+—

n

Jadi jumlah Riemann fungsi f'pada [—2, 3] bersesuaian dengan partisi P tersebut adalah

n

if(wimxi - (1 +%) %

i=1

53 1+)

5¢on 5 51
= — A 1 + - 7.‘_ —

5 25 .
=Dz 1+ 52X
5 25 (1
=2m)+ 2w+ 1)
Cs (4t
=5+2(1+3)
Jika ||P||— 0 maka n — oo, sehingga:
n
_ 25 1
D S = lim s+ 2 (1+7)
=1

=171
2

Jadi f_sz(x + 3)dx = 17%.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :
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In[#]:= f[x_] = x+3;

a:=-2;
h:=3;
n:=100;

h-a
deltax:H[T :

n-l
Z {f[a + k » deltax] »deltax)
1]

h-a
delta - H[—]:
n
pts =Table[a + 1« delta, {i, 0, n}]:
values = Table[f[pt=lill]l, {i, 1, n+1}]:
pic = Table[Line[{{ptslill, 0}, {ptslill, values[ ill}, {pts[i + 1, values[ill}, {ptsdi + 1. 0}}]1. {1, 1, n}]:
plt = Plot[f[x], {x, a, b}, PlotStyle - {{RGBColor[1, 0, 0], Thicknes=[0.008] }}, Background — GraylLewvel [0.75],
DisplayFunction — Identity]:

Show[plt, Graphics[pic], DisplayFunction — SDisplayFunction]

I
area = Z {values[i]] » delta):

i=l

Print ["fpproximate area = ", area]

out[Fl= 17.375

Jut[13)=

Approximate area = 17.375%
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Lembar Kerja Mahasiswa
Tentukan nilai dari | 09 —x?+3x+ 2 dx

Penyelesaian secara manual :

Nama:
NIM :
Klas :

Tanggal :

-

o

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

o

/
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Soal — soal kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram Mathematica :

0 Vox
2 5 dx
f1x+1
3 T
jsixxdx
0
4 T
3
X cosx dx
0
5 ®lnx
— dx
1 x

7.2 teorema Fundamental Kalkulus untuk integral tertentu
Jika f'integrable pada [a, b] dan F suatu anti turunan dari f pada [a, b] (atau F’(x) = f(x) untuk
setiap x € [a,b], maka: [} f(x)dx = F(b) — F(a)

F(b) — F(a) biasa ditulis [F (x)]Z

Bukti:

Ambil sembarang partisi P = {x0, x1, x2, ..., xn}pada [a,b]. Karena F’(x) = f(x) untuk setiap x €
[a,b] maka F’(x) = f(x) untuk setiap x € [xi-1, xi], i = 1, 2, 3, ..., n. Berdasarkan teorema nilai

rata-rata maka terdapat wi € [xi-1, xi] sehingga
F(xi)— F (xi-1) = F’(wi) (xi —xi-1)
= fwi) (xi—xi-1) i=1,2,3,...,n

Diperoleh:

Zn:f(Wi)Axi = zn:f(Wi) (x —x-1)
i=1 i=1

= D Fw) - F (u0))
i=1
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= {F(x]) — Fx0)} + {F(x2) — F(x1)} + {F(x3) — Fx2)} + ... +
{F(xn) — F(xn-1)}

= F(xn) — F(x0)

=F(b) - Fla)

Hylr'%;f(wimxi = lim {F(b) - F(a)} = F(b) — F(a)

[I1P[|-0

sadi [7 f(x) dx = F(b) — F(a)

Contoh Soal Dapatkan nilai dari f_32(x + 3)dx.

Penyelesaian secara manual :

3

f( +3)d —[1 > 4+3x] 3 —{1(3)2+3(3)} {1( 2)? +3( 2)}—171
St PR Rl 2 -2

-2

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

In[1]:= f{x + 3y dx
2
35

ot —
ut[1] -
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Nama :
NIM :
Klas :
Tanggal

Lembar Kerja Mahasiswa
Tentukan nilai dari [ 17 V2x + 3 dx

Penyelesaian secara manual :

e

.

Penyelesaian dengan menggunakan Matematika Wolfram :

-

.
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Soal — soal kerjakan secara mannual dan menggunakan software Wolfram Mathematica :
1 T

7
j sin 3x cos 5x dx
0
2

11
V2x 4+ 3 dx
3
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