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Abstrak

Dalam artikel ini dipilih persamaan air-dangkal yang menyatakan perambatan gelombang
melalui media berpori. Selanjutnya persamaan tersebut diselesaikan menggunakan metode
beda hingga implisit forward-time centered space (FTCS). Dalam menyelesaikan masalah
tersebut, digunakan kondisi batas serap untuk mewakili situasi fisis yang menyatakan gelom-
bang terus berjalan melalui batas-batas domain perhitungan. Untuk mengamati performansi
dari pemecah gelombang berporinya, digunakan gelombang soliter dan gelombang sinu-
soidal sebagai gelombang datang. Selanjutnya besarnya penurunan amplitudo dihitung berdasarkan
amplitudo gelombang sebelum dan sesudah melalui pemecah gelombangnya. Simulasi nu-
merik yang dilakukan menunjukkan bahwa metode beda-hingga implisit cukup baik dan
mudah diterapkan dalam penyelesaian sistem persamaan diferensial tersebut.
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Abstrak

In this paper we considered the shallow-water equation that represent wave propagation
through porous media. Furthermore, the equation is solved using the implicit finite dif-
ference method forward-time centered space (FTCS). In solving these problems, we use
absorbed boundary conditions to represent the physical situation of the waves continuation
to run through the confines of the calculation domain. To observe the performance of the
porous breakwater, We used solitary wave and a sinusoidal wave as the wave transmission.
Furthermore, the magnitude of decrease in amplitude is calculated based on the amplitude of
the waveform before and after through breaking waves. Numerical simulations have shown
that the implicit difference method-up pretty good and easy to apply in solving the system of
differential equations.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah aliran fluida sangat menarik untuk di amati, karena terjadi pada berbagai jenis salu-
ran baik terbuka maupun tertutup. Pada saluran tertutup, aliran fluida dapat terjadi pada pipa,
tangki, selang, dll. Pada saluran terbuka, fluida mengalir pada atmosfir, lautan, sungai dan
lain-lain.

Pada penelitian ini akan dibahas solusi numerik masalah aliran fluida pada saluran terbuka,
khususnya yang mengalir melalui balok berpori. Pembahasan mengenai aliran fluida melalui
sebuah balok telah dilakukan oleh (Yu & Mei, 2000), (Pudjaprasetya & Chendra, 2009),
(L. H. Wiryanto, 2010). Selanjutnya (L. H. Wiryanto & Jamhuri, 2014) membahas aliran
fluida melalui satu dan dua buah balok yang hasilnya dapat diperumum untuk masalah aliran
fluida melalui n-buah balok. Sedangkan kajian tentang aliran fluida pada saluran dengan
dasar berupa media berpori dimulai oleh (Mizumura, 1998), yang dilanjutkan oleh (Tsai,
Chen, & Lee, 2006), (L. Wiryanto & Anwarus, 2009).

Pada tahap selanjutnya (L. H. Wiryanto, 2011) menurunkan model matematika untuk menga-
mati aliran fluida yang melalui media berpori. Penelitian tersebut menghasilkan sistem per-
samaan differensial parsial linier yang serupa dengan persamaan air-dangkal. Di sisi yang
lain (Jamhuri, Kusumastuti, & Suharleni, 2013) mengkaji masalah yang sama dengan yang di
kaji oleh (L. H. Wiryanto, 2011), tetapi dengan cara melinierisasi persamaan-persamaan pen-
gatur dan menyelesaikannya menggunakan metode pemisahan variabel. Selanjutnya pada
tahun 2015 (Jamhuri & Alisah, 2015) membahas tentang aliran fluida melalui serangkaian
balok berpori yang berkesimpulan bahwa jumlah balok berpori tanpa ada perubahan total
lebar balok tidak berpengaruh pada besarnya penurunan amplitudo gelombang.

Pada penelitian ini kita pilih model matematika yang telah diturunkan oleh Wiryanto
(L. H. Wiryanto, 2011) untuk mensimulasikan masalah aliran fluida melalui balok berpori.
Setelah menurunkan model, Wiryanto (L. H. Wiryanto, 2011) menunjukkan beberapa so-
lusi numerik untuk masalah tersebut. Metode numerik yang digunakannya adalah ekplisit
prediktor-korektor, dan untuk penyelesaian sistem persamaan linier yang dihasilkan Dia
menggunakan iterasi Gauss-Seidel. Meskipun demikian penyelesaian secara implisit meng-
gunakan metode tersebut sangat tidak efisien.

Pada penelitian akan kita selesaikan sistem persamaan differensial parsial yang diperoleh
oleh (L. H. Wiryanto, 2011) menggunakan metode beda-hingga implisit. Kita pilih metode
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implisit karena kestabilan dari metode ini selalu dapat diperoleh dan tanpa syarat (Zhu, Yuan,
& Sun, 2004), sehingga dalam melakukan simulasi kita dapat memilih time-step yang cukup
besar.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah dalam penelitian
ini adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana solusi numerik persamaan air dangkal pada masalah perambatan gelom-
bang melalui media berpori menggunakan metode beda-hingga implisit.

2. Bagaimana hasil yang diperoleh dari metode beda-hingga implisit jika dibandingkan
dengan metode prediktor-korektor yang digunakan oleh Wiryanto.

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah diatas, maka penelitian ini bertujuan untuk
membahas:

1. Penerapan metode beda-hingga implisit untuk penyelesaian model matematika pada
masalah aliran fluida melalui balok berpori.

2. Membandingkan hasil yang diperoleh dari metode beda hingga implisit dengan hasil
yang diperoleh dari metode prediktor korektor.

1.4 Manfaat

1. Menjelaskan pemakaian metode beda-hingga implisit dalam penyelesaian sistem per-
samaan diferensial parsial

2. Membandingkan hasil yang diperoleh dari kedua metode sehingga pembaca dapat
mengetahui kapan metode-metode tersebut harus digunakan.
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1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penelitian ini disusun sebagaimana berikut:

1. Model matematika dan metode numerik yang digunakan ditulis pada bab II.

2. Langkah-langkah penyelesaian dituliskan pada bab III.

3. Hasil-hasil numerik dan simulasi akan di bahas di bab IV.

4. Kesimpulan dan saran di tulis di bab V.
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BAB II
STUDI PUSTAKA

2.1 Persamaan Pengatur

Model matematika untuk aliran fluida melalui balok berpori yang diturunkan oleh Wiryanto
(L. H. Wiryanto, 2011) adalah

ut + gηx = 0 (2.1)

ηt + hux = (d− h) kηxx (2.2)

yang merupakan sistem persamaan differensial parsial linier. Pada persamaan tersebut, η
menyatakan perubahan ketinggian permukaan fluida, u adalah kecepatan potensial dalam
arah-x, dengan x dan t secara berturut-turut menyatakan dimensi ruang dan waktu. Sedan-
gkan d dan h secara berturut-turut menyatakan kedalaman saluran dan ketinggian dari balok
berporinya, dan k adalah konduktivitas hidroliknya yang menyatakan koefisien porositas dari
balok.

Persamaan (2.1) dan (2.2) serupa dengan persamaan air dangkal atau SWE (shallow-water
equations), yang memuat suku tambahan berupa turunan kedua yang menyatakan efek dari
balok berpori. Jika balok berpori-nya ditiadakan (d = h), maka persamaan (2.2) akan sama
dengan persamaan air-dangkal linier, demikian juga jika partikel tidak dapat melalui balok
berpori maka konduktivitas hidroliknya tidak ada (k = 0).

Ilustrasi dari permasalahan aliran fluida melalui balok berpori yang dinyatakan dalam per-
samaan (2.1) dan (2.2) ditunjukkan pada gambar 2.1.

2.2 Metode Numerik

Pada bagian ini akan kita bahas metode prediktor-korektor dan metode beda-hingga im-
plisit yang akan digunakan untuk menyelesaikan model matematika yang diturunkan oleh
Wiryanto (L. H. Wiryanto, 2011).

2.2.1 Metode Prediktor-Korektor

Disini kita bahas ulang metode prodiktor korektor yang digunakan untuk menyelesaikan
sistem persamaan (2.1) dan (2.2). Pertama variabel ruang x dan waktu t kita diskritkan
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Gambar 2.1: Sketsa aliran fluida melalui balok berpori

sebagai xj = j∆x untuk j = 0, 1, 2, . . . dan tn = n∆t untuk n = 0, 1, 2, . . . . Kemudian η
dan u dituliskan secara diskrit dalam bentuk

η (xj, t
n) ≈ ηnj dan u (xj, t

n) ≈ unj (2.3)

disini subskrip j menyatakan indeks diskritisasi ruang dan superskrip n menyatakan indeks
diskritisasi waktu.

Metode prediktor korektor yang digunakan oleh Wiryanto dalam (L. H. Wiryanto, 2011)
adalah sebagai berikut. Sebagai prediktor digunakan skema FTCS (forward time centered
space) pada persamaan dan (2.2) dan skema FTACS (forward time average centered space)
pada persamaan (2.1) sehingga diperoleh

η̄n+1
j = ηnj −∆t

[
h
unj+1 − unj−1

2∆x
− (d− h) k

ηnj+1 − 2unj + ηnj−1

∆x2

]
, (2.4)

dan
ūn+1
j = unj −

g∆t

4∆x

[
η̄n+1
j+1 − η̄n+1

j−1 + ηnj+1 − ηnj−1

]
(2.5)

disini digunakan η̄n+1
j dan ūn+1

j sebagai prediktor dari η dan u.

Nilai-nilai tersebut selanjutnya dikoreksi dengan persamaan korektor yang dibentuk meng-
gunakan skema FTACS untuk persamaan (2.1) dan (2.2). Karena metode yang pakai pada
korektor berbentuk implisit, maka akan diperoleh sistem persamaan

a1η
n+1
j+1 + a0η

n+1
j + a−1η

n+1
j−1 = b (2.6)
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dengan koefisien-koefisien

a1 = −(d− h) k

2∆x2
, a0 =

1

∆t
+

(d− h) k

∆x2
, a−1 = a1

b =
ηnj
∆t

+ (d− h) k
ηnj+1 − 2ηnj + ηnj−1

2∆x2
− h

ūn+1
j+1 − ūn+1

j−1 + unj+1 − unj−1

4∆x

Selanjutnya sistem persamaan (2.6) dapat diselesaikan menggunakan iterasi Gauss-Seidel.
Setelah diperoleh ηn+1

j , korektor un+1
j dihitung menggunakan formula sebagaimana pada

langkah menghitung prediktor, yaitu

un+1
j = unj −

g∆t

4∆x

[
ηn+1
j+1 − ηn+1

j−1 + ηnj+1 − ηnj−1

]
.

2.3 Metode Beda-Hingga Implisit

Untuk menerapkan metode beda-hingga implisit kita menggunakan diskritisasi terhadad ru-
ang x dan waktu t sebagaimana pada metode prediktor-korektor yaitu xj = j∆x untuk
j = 0, 1, 2, . . . dan tn = n∆t untuk n = 0, 1, 2, . . . . Kemudian η dan u dituliskan secara
diskrit dalam bentuk

η (xj, t
n) ≈ ηnj dan u (xj, t

n) ≈ unj (2.7)

Skema yang akan kita gunakan adalah FTCS untuk persamaan (2.1) dan (2.2), sehingga
diperoleh

un+1
j − unj

∆t
+ g

ηn+1
j+1 − ηn+1

j−1

2∆x
= 0 (2.8)

dan
ηn+1
j − ηnj

∆t
+ h

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
− (d− h) k

ηn+1
j+1 − 2ηn+1

j + ηn+1
j−1

∆x2
= 0 (2.9)

Persamaan (2.8) dan (2.9) dapat ditulis ulang menjadi

a1u
n+1
j − a2ηn+1

j−1 + a2η
n+1
j+1 = a1u

n
j (2.10)

−a3un+1
j−1 + a3u

n+1
j+1 − a4ηn+1

j−1 + (a1 + 2a4) η
n+1
j − a4ηn+1

j+1 = a1η
n
j (2.11)

dengan koefisien-koefisien

a1 =
1

∆t
, a2 =

g

2∆x
, a3 =

h

2∆x
, a4 =

(d− h) k

∆x2
.
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Jik indeks j = 2, . . . ,M − 1 diterapkan pada persamaan (2.10) dan (2.11) akan diperoleh
sistem persamaan sebagai berikut

a1u
n+1
2 − a2ηn+1

1 + a2η
n+1
3 = a1u

n
2

−a3un+1
1 + a3u

n+1
3 − a4ηn+1

1 + (a1 + 2a4) η
n+1
2 − a4ηn+1

3 = a1η
n
2

a1u
n+1
3 − a2ηn+1

2 + a2η
n+1
4 = a1u

n
3

−a3un+1
2 + a3u

n+1
4 − a4ηn+1

2 + (a1 + 2a4) η
n+1
3 − a4ηn+1

4 = a1η
n
3

...

a1u
n+1
M−1 − a2η

n+1
M−2 + a2η

n+1
M = a1u

n
M−1

−a3un+1
M−2 + a3u

n+1
M − a4ηn+1

M−2 + (a1 + 2a4) η
n+1
M−1 − a4η

n+1
M = a1η

n
M−1

selanjutnya sistem diatas dapat diselesaikan menggunakan metode iterasi Gauss-Seidel ataupun
metode iterasi Jacobi (Chapra & Canale, 1998, hal. 227-339).

2.4 Metode Gauss-Seidel

Metode Gauss-Seidel digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear (SPL) beruku-
ran besar dan proporsi koefisien nolnya besar, seperti sistem-sistem yang banyak ditemukan
dalam sistem persamaan diferensial. Metode iterasi Gauss-Seidel dikembangkan dari gagasan
metode iterasi pada solusi persamaan tak linier.

Teknik iterasi jarang digunakan untuk menyelesaikan SPL berukuran kecil karena metode-
metode langsung seperti metode eliminasi Gauss lebih efisien daripada metode iteratif. Akan
tetapi, untuk SPL berukuran besar dengan persentase elemen nol pada matriks koefisien be-
sar, teknik iterasi lebih efisien daripada metode langsung dalam hal penggunaan memori
komputer maupun waktu komputasi. Dengan metode iterasi Gauss-Seidel sesatan pembu-
latan dapat diperkecil karena dapat meneruskan iterasi sampai solusinya seteliti mungkin
sesuai dengan batas sesatan yang diperbolehkan.

Suatu sistem persamaan linier terdiri atas sejumlah berhingga persamaan linear dalam sejum-
lah berhingga variabel. Menyelesaikan suatu sistem persamaan linier adalah mencari nilai-
nilai variabel yang belum diketahui yang memenuhi semua persamaan linier yang diberikan.

Rumus iterasi untuk hampiran ke-k pada metode iterasi Gauss-Seidel adalah sebagai berikut.
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Untuk i = 1, 2, . . . , n dan k = 1, 2, 3, . . . ,

x
(k)
i =

1

aii

(
bi −

∑
j=1

aijx
(k)
j −

∑
j=i+1

aijx
(k−1)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n (2.12)

secara lebih detil dapat dilihat pada langkah-langkah penyelesain sistem berikut ini:

• Untuk menyelesaikan Ax = b diberikan hampiran nilai awal x(0)

• Input:

– banyaknya persamaan n,

– elemen-elemen matriks A, yaitu aij, 1 ≤ i, j ≤ n,

– elemen-elemen matriks b atau bi, 1 ≤ i ≤ n

– nilai awal x(0)
i , 1 ≤ i ≤ n,

– Toleransi error tol, dan

– banyak iterasi maksimum N .

• Output:

– solusi hampiran x1, x2, . . . , xn atau pesan yang menyatakan iterasi maksimum
sudah dilalui.

Atau jika dalam dituliskan dalam bentuk algoritma/pseudo code adalah sebagai berikut ini:

step 1 set k = 1

step 2 while (k ≤ N ) do step 3-6

step 3 for i = 1, . . . , n

set xi =
1

aii

[
−

i−1∑
j=1

aijxj −
n∑

j=i+1

aijx
(0)
j + bi

]

step 4 if
∥∥x− x(0)

∥∥ < tol then output (x1, . . . , xn) ; (the prosedure was successful.),
STOP.

step 5 set k = k + 1

step 6 for i = 1, . . . , n set x(0)
i = xi

step 7 output(’maximum number of iterations exceeded’). STOP
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BAB III
METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deskriptif melalui literatur. Ada-
pun langkah-langkah yang akan dilakukan dalam pelaksanaan penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Mendiskritkan model matematika yang akan dicari solusinya menggunakan skema
FTCS implisit.

2. Untuk setiap superskrip-n dengan n mulai dari 2, dilakukan substitusi subskrip i yang
menyatakan indeks ruang terhadap model diskrit yang telah diperoleh untuk i = 2, 3, . . . ,M−
1.

3. Membentuk sistem persamaan linier yang sebanyak 2 × (M − 2) persamaan dengan
2× (M − 2) variabel yang tak diketahui.

4. Menyelesaikan sistem persamaan yang telah diperoleh untuk menentukan nilai-nilai
dari unj dan ηnj dengan menyederhanakan terlebih dahulu kedalam bentuk persamaan
matrik.

5. Menggunakan solusi unj dan ηnj untuk menghitung nilai un+1
j dan ηn+1

j untuk waktu
berikutnya dengan mengulang langkah nomor-2 sampai langkah nomor-4.

6. Membuat simulasi dari hasil numerik yang diperoleh.

7. Melakukan perbandingan solusi dari metode prediktor-korektor dengan metode beda-
hingga implisit.
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BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Diskritisasi

Pada bab ini akan kita bahas bagaimana menerapkan metode implisit dalam penyelesaian
numerik masalah persamaan gelombang air-dangkal

ut + gηx = 0 (4.1)

ηt + hux = (d− h) kηxx (4.2)

dengan diberikan kondisi awal

u (x, 0) = φ (x) dan η (x, 0) = ψ (x) (4.3)

Persamaan (4.1) dan (4.2) kita diskritkan secara implisit menggunakan metode beda hingga
skema forward-time centered-space (FTCS) menjadi

un+1
j − unj

∆t
+ g

ηn+1
j+1 − ηn+1

j−1

2∆x
= 0 (4.4)

ηn+1
j − ηnj

∆t
+ h

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= (d− h) k

ηn+1
j+1 − 2ηn+1

j + ηn+1
j−1

∆x2
(4.5)

sedangkan kondisi awal (4.3) dapat didiskritkan menjadi

u1j = φj dan η1j = ψj (4.6)

dengan φj = φ (xj) atau φ (j∆x) dan ψj = ψ (xj) atau ψ (j∆x). Indeks waktu (n+ 1) yang
melekat pada super skrip u dan η menyatakan suku-suku yang belum diketahui, sedangkan
indeks waktu (n) pada superskrip u dan η menyatakan suku-suku yang diketahui. Selan-
jutnya, dengan menuliskan suku-suku yang memiliki indeks waktu (n+ 1) di ruas kiri dan
yang lainnya di ruas kanan persamaan (4.4) dan (4.5) menjadi:

1

∆t
un+1
j +

g

2∆x
ηn+1
j+1 −

g

2∆x
ηn+1
j−1 =

1

∆t
unj

1

∆t
ηn+1
j +

h

2∆x
un+1
j+1 −

h

2∆x
un+1
j−1 −

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j+1 +

2 (d− h) k

∆x2
ηn+1
j +

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j−1 =

1

∆t
ηnj
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Persamaan-persamaan diatas kita sederhanakan lagi dengan melakukan pengelompokan ter-
hadap suku-suku yang memiliki indeks subskrip dan superskrip yang sama, yaitu diperoleh

1

∆t
un+1
j − g

2∆x
ηn+1
j−1 +

g

2∆x
ηn+1
j+1 =

1

∆t
unj

− h

2∆x
un+1
j−1 +

h

2∆x
un+1
j+1 +

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j−1 +

(
1

∆t
+

2 (d− h) k

∆x2

)
ηn+1
j −

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j+1 =

1

∆t
ηnj

Persamaan diatas dapat dituliskan kembali secara lebih sederhana menjadi

a1u
n+1
j − a2ηn+1

j−1 + a2η
n+1
j+1 = a1u

n
j (4.7)

−a3un+1
j−1 + a3u

n+1
j+1 − a4ηn+1

j−1 + (a1 + 2a4) η
n+1
j − a4ηn+1

j+1 = a1η
n
j (4.8)

dengan memisalkan koefisien-koefisien konstan dari persamaan (4.7) dan (4.8) sebagai

a1 =
1

∆t
, a2 = − g

2∆x
, a3 =

h

2∆x
, a4 =

(d− h) k

∆x2
.

Untuk n = 1, kita dapat mensubstitusikan kondisi awal (4.6) pada persamaan (4.7) dan (4.8),
sedemikian hingga kita peroleh

a1u
2
j − a2η2j−1 + a2η

2
j+1 = a1φj (4.9)

−a3u2j−1 + a3u
2
j+1 − a4η2j−1 + (a1 + 2a4) η

2
j − a4η2j+1 = a1ψj (4.10)

Proses selanjutnya adalah menjabarkan persamaan (4.9) dan (4.10) dengan mensubstitusi
indeks j untuk j = 1, 2, . . . ,m. Hasil yang diperoleh dari penjabaran persamaan (4.9) adalah
sebagai berikut

j = 1 → a1u
2
1 − a2η20 + a2η

2
2 = a1φ1

j = 2 → a1u
2
2 − a2η21 + a2η

2
3 = a1φ2

j = 3 → a1u
2
3 − a2η22 + a2η

2
4 = a1φ3

... → ... =
...

j = m− 1 → a1u
2
m−1 − a2η2m−2 + a2η

2
m = a1φm−1

j = m → a1u
2
m − a2η2m−1 + a2η

2
m+1 = a1φm

(4.11)
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sedangkan dari persamaan (4.10) di peroleh:

j = 1 ⇒ −a3u20 + a3u
2
2 − a4η20 + (a1 + 2a4) η

2
1 − a4η22 = a1ψ1

j = 2 ⇒ −a3u21 + a3u
2
3 − a4η21 + (a1 + 2a4) η

2
2 − a4η23 = a1ψ2

j = 3 ⇒ −a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η

2
3 − a4η24 = a1ψ3

... ⇒ ... =
...

j = m− 1 ⇒ −a3u2m−2 + a3u
2
m − a4η2m−2 + (a1 + 2a4) η

2
m−1 − a4η2m = a1ψm−2

j = m ⇒ −a3u2m−1 + a3u
2
m+1 − a4η2m−1 + (a1 + 2a4) η

2
m − a4η2m+1 = a1ψm

(4.12)

Pada sistem persamaan linier (4.11) dan (4.12) diatas, terdapat variabel-variabel tak dike-
tahui yang menyatakan titik-titik yang berada diluar domain perhitungan, yaitu η20, η

2
m+1

serta u20, u
2
m+1. Titik-titik yang berada diluar domain perhitungan tersebut tidak dapat diper-

oleh atau diukur, titik-titik tersebut seringkali disebut sebagai ghost-points. Keberadaan
ghost-points pada sistem tersebut menyebabkan sistem tersebut secara natural tidak dapat
diselesaikan. Untuk mengatasi masalah tersebut, persamaan-persamaan yang memuat ghost

point akan kita ganti dengan persamaan-persamaan artifisial yang di bangkitkan menggu-
nakan ekstrapolasi linier berdasarkan data pada titik-titik grid interior domain perhitungan.
Jika persamaan-persamaan yang memuat ghost points dalam sistem diatas dieliminasi maka
diperoleh

j = 2 → a1u
2
2 − a2η21 + a2η

2
3 = a1φ2

j = 3 → a1u
2
3 − a2η22 + a2η

2
4 = a1φ3

... → ... =
...

j = m− 1 → a1u
2
m−1 − a2η2m−2 + a2η

2
m = a1φm−1

(4.13)

dan

j = 2 ⇒ −a3u21 + a3u
2
3 − a4η21 + (a1 + 2a4) η

2
2 − a4η23 = a1ψ2

j = 3 ⇒ −a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η

2
3 − a4η24 = a1ψ3

... ⇒ ... =
...

j = m− 1 ⇒ −a3u2m−2 + a3u
2
m − a4η2m−2 + (a1 + 2a4) η

2
m−1 − a4η2m = a1ψm−2�

(4.14)

4.2 Kondisi batas artifisial dengan Ekstrapolasi

Ekstrapolasi disini kita definisikan sebagaimana yang terdapat pada kamus besar bahasa in-
donesia (KBBI) yaitu: sebagai perluasan data di luar data yang tersedia. Dalam penelitian ini
data yang dianggap tersedia adalah nilai-nilai η dan u yang berada dalam interior domain,
serta semua nilai yang telah diperoleh dari perhitungan waktu sebelumnya. Ekstrapolasi
yang akan kita gunakan adalah ekstrapolasi linier atau orde-1, karena ekstrapolasi dengan
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orde yang lebih tinggi akan menemui kesulitan di dalam memeperoleh data untuk memban-
gun ekstrapolasinya.

Metode ekstrapolasi linier dapat kita peroleh menggunakan deret Taylor orde-1, yaitu titik-
titik yang berada pada batas kita hitung menggunakan titik-titik yang ada disekitar titik batas.
Secara lebih detail yaitu: nilai u dan η pada koordinat (x1, t

2) kita ekspansi menggunakan
nilai-nilai u dan η yang berada di sekitaran koordinat (x2, t

1) , sedangkan nilai u dan η pada
koordinat (xm, t

2) kita ekspansi menggunakan nilai-nilai u dan η yang berada di sekitaran
koordinat(xm−1, t

1) . Untuk memudahkan pemahaman dalam penerapan deret Taylor, ko-
ordinat (x1, t

2) , (x2, t
1) , (xm, t

2) , (xm−1, t
1) secara berturut-turut kita tuliskan secara lebih

umum sebagai (x1, t
1 + ∆t) , (x1 + ∆x, t1) , (xm, t

1 + ∆t) , (xm −∆x, t1) sedemikian hingga
kita peroleh deret Taylor untuk beberapa titik yang diperlukan sebagai berikut:

• Ekspansi deret Taylor nilai u21 disekitaran nilai u12. Sebagaimana sebelumnya, suku u21
dapat kita tuliskan kembali sebagai fungsi u (x1, t

2) = u (∆x, 2∆t) dan u12 sebagai
u (x2, t

1) = u (2∆x,∆t) sedemikian hingga diperoleh deret Taylor sebagai berikut

u (∆x, 2∆t) = u (2∆x,∆t) +
∂

∂x
u (2∆x,∆t) (∆x)

+
∂

∂t
u (2∆x,∆t) (∆t)

Pada persamaan diatas turunan terhadap x kita hampiri dengan persamaan beda pusat
dan turunan terhadap t kita hampiri dengan turunan beda maju, sedemikian hingga
diperoleh

u (∆x, 2∆t) = u (2∆x,∆t) +
u (3∆x,∆t)− u (∆x,∆t)

2∆x
(∆x)

+
u (2∆x, 2∆t)− u (2∆x,∆t)

∆t
(∆t)

persamaan diatas dapat kita sederhanakan menjadi,

u (∆x, 2∆t) = u (2∆x,∆t) +
1

2
[u (3∆x,∆t)− u (∆x,∆t)]

+ u (2∆x, 2∆t)− u (2∆x,∆t)

Jika persamaan diatas kita tuliskan kembali dalam bentuk diskrit, maka diperoleh

u21 = u12 +
1

2

(
u13 − u11

)
+ u22 − u12

dengan melakukan pengelompokan suku-suku yang memuat indeks waktu 2 diruas
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kiri, dan yang lainnya diruas kana diperoleh

u21 − u22 =
1

2

(
u13 − u11

)
(4.15)

jika kemudian kita substitusikan kondisi awal u1j = φj maka diperoleh

u21 − u22 =
1

2
(φ3 − φ1)

• Ekspansi deret Taylor nilai u pada titik (x1, t
2) menggunakan nilai-nilai u disekitaran

titik (x2, t
1) dapat dituliskan menjadi

u (∆x, 2∆t) = u (2∆x,∆t) +
∂

∂x
u (2∆x,∆t) (−∆x) +

∂

∂t
u (2∆x,∆t) (∆x)

= u (2∆x,∆t)− u (3∆x,∆t)− u (∆x,∆t)

2∆x
(∆x)

+
u (2∆x, 2∆t)− u (2∆x,∆t)

∆t
(∆t)

yang dapat disederhanakan menjadi

u (∆x, 2∆t) = u (2∆x,∆t)− 1

2
(u (3∆x,∆t)− u (∆x,∆t))

+ u (2∆x, 2∆t)− u (2∆x,∆t)

atau jika kita tuliskan dalam bentuk unj = u (xj, t
n) dengan xj = j∆x dan tn = n∆t

maka persamaan diatas menjadi

u21 = u12 −
1

2

(
u13 − u11

)
+ u22 − u12

dengan mengelompokkan suku yang indeks waktunya 2 di ruas kiri dan yang lainnya
diruas kanan, diperoleh

u21 − u22 = u12 −
1

2

(
u13 − u11

)
− u12 (4.16)

jika kemudian kita substitusikan kondisi awal u1j = φj maka diperoleh

u21 − u22 = φ2 −
1

2
(φ3 − φ1)− φ2
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• Ekspansi deret Taylor nilai η21 disekitaran nilai η12 adalah

η (∆x, 2∆t) = η (2∆x,∆t) +
∂

∂x
η (2∆x,∆t) (−∆x) +

∂

∂t
η (2∆x,∆t) (∆x)

= η (2∆x,∆t)− η (3∆x,∆t)− η (∆x,∆t)

2∆x
(∆x)

+
η (2∆x, 2∆t)− η (2∆x,∆t)

∆t
(∆t)

dimana η21 = η (x1, t
2) = η (∆x, 2∆t) dan η12 = η (x2, t

1) = η (2∆x,∆t) . Persamaan
diatas kita sederhanakan menjadi

η (∆x, 2∆t) = η (2∆x,∆t)− 1

2
(η (3∆x,∆t)− η (∆x,∆t))

+ η (2∆x, 2∆t)− η (2∆x,∆t)

yang jika kita kembalikan dalam bentuk indeks akan diperoleh

η21 = η12 −
1

2

(
η13 − η11

)
+ η22 − η12

dengan mengelompokkan suku yang indeks waktunya 2 di ruas kiri dan yang lainnya
diruas kanan, diperoleh

η21 − η22 = η12 −
1

2

(
η13 − η11

)
− η12 (4.17)

jika kemudian kita substitusikan kondisi awal η1j = ψj maka diperoleh

η21 − η22 = ψ2 −
1

2
(ψ3 − ψ1)− ψ2

• Ekspansi deret Taylor nilai u2m disekitaran nilai u1m−1. Sebagaimana sebelumnya, suku
u2m dapat kita tuliskan kembali sebagai fungsi kontinu u (xm, t

2) = u (m∆x, 2∆t) dan
u1m−1 sebagai u (xm−1, t

1) = u ((m− 1) ∆x,∆t) sedemikian hingga diperoleh deret
Taylor sebagai berikut

u (m∆x, 2∆t) = u ((m− 1) ∆x,∆t) +
∂

∂x
u ((m− 1) ∆x,∆t) (∆x)

+
∂

∂t
u ((m− 1) ∆x,∆t) (∆t)

Pada persamaan diatas turunan terhadap x kita hampiri dengan persamaan beda pusat
dan turunan terhadap t kita hampiri dengan turunan beda maju, sedemikian hingga
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diperoleh

u (m∆x, 2∆t) = u ((m− 1) ∆x,∆t) +
u (m∆x,∆t)− u ((m− 2) ∆x,∆t)

2∆x
(∆x)

+
u ((m− 1) ∆x, 2∆t)− u ((m− 1) ∆x,∆t)

∆t
(∆t)

persamaan diatas dapat kita sederhanakan menjadi,

u (m∆x, 2∆t) = u ((m− 1) ∆x,∆t) +
1

2
[u (m∆x,∆t)− u ((m− 2) ∆x,∆t)]

+ u ((m− 1) ∆x, 2∆t)− u ((m− 1) ∆x,∆t)

Jika persamaan diatas kita tuliskan kembali dalam bentuk diskrit, maka diperoleh

u2m = u1m−1 +
1

2

(
u1m − u1m−2

)
+ u2m−1 − u1m−1

dengan melakukan pengelompokan suku-suku yang memuat indeks waktu 2 diruas
kiri, dan yang lainnya diruas kana diperoleh

− u2m−1 + u2m = u1m−1 +
1

2

(
u1m − u1m−2

)
− u1m−1 (4.18)

jika kemudian kita substitusikan kondisi awal u1j = φj maka diperoleh

−u2m−1 + u2m = φm−1 +
1

2
(φm − φm−2)− φm−1

• Ekspansi deret Taylor nilai η2m disekitaran nilai u1m−1. Sebagaimana sebelumnya, suku
η2m dapat kita tuliskan kembali sebagai fungsi kontinu η (xm, t

2) = η (m∆x, 2∆t) dan
η1m−1 sebagai η (xm−1, t

1) = η ((m− 1) ∆x,∆t) sedemikian hingga diperoleh deret
Taylor sebagai berikut

η (m∆x, 2∆t) = η ((m− 1) ∆x,∆t) +
∂

∂x
η ((m− 1) ∆x,∆t) (∆x)

+
∂

∂t
η ((m− 1) ∆x,∆t) (∆t)

Pada persamaan diatas turunan terhadap x kita hampiri dengan persamaan beda pusat
dan turunan terhadap t kita hampiri dengan turunan beda maju, sedemikian hingga
diperoleh

η (m∆x, 2∆t) = η ((m− 1) ∆x,∆t) +
η (m∆x,∆t)− η ((m− 2) ∆x,∆t)

2∆x
(∆x)

+
η ((m− 1) ∆x, 2∆t)− η ((m− 1) ∆x,∆t)

∆t
(∆t)
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persamaan diatas dapat kita sederhanakan menjadi,

η (m∆x, 2∆t) = η ((m− 1) ∆x,∆t) +
1

2
[η (m∆x,∆t)− η ((m− 2) ∆x,∆t)]

+ η ((m− 1) ∆x, 2∆t)− η ((m− 1) ∆x,∆t)

Jika persamaan diatas kita tuliskan kembali dalam bentuk diskrit, maka diperoleh

η2m = η1m−1 +
1

2

(
η1m − η1m−2

)
+ η2m−1 − η1m−1

dengan melakukan pengelompokan suku-suku yang memuat indeks waktu 2 diruas
kiri, dan yang lainnya diruas kana diperoleh

− η2m−1 + η2m = η1m−1 +
1

2

(
η1m − η1m−2

)
− η1m−1 (4.19)

jika kemudian kita substitusikan kondisi awal η1j = ψj maka diperoleh

−η2m−1 + η2m = ψm−1 +
1

2
(ψm − ψm−2)− ψm−1

Sampai disini, kita telah memperoleh 4 buah persamaan baru yang kita bangkitkan meng-
gunakan ekstrapolasi terhadap kondisi batas, yaitu persamaan (4.16), (4.17), (4.18) dan per-
samaan (4.19). Untuk menentukan nilai-nilai u dan η, kita selesaikan sistem persamaan
(4.13) dan (4.14) beserta persamaan-persamaan yang diperoleh dari ekstrapolasi secara si-
multan sebagai satu buah sistem, yaitu

u21 + u22 = φ1
2 −

1

2

(
φ1
3 − u11

)
− φ1

2

a1u
2
2 − a2η21 + a2η

2
3 = a1φ2

a1u
2
3 − a2η22 + a2η

2
4 = a1φ3

...
...

a1u
2
m−1 − a2η2m−2 + a2η

2
m = a1φm−1

−u2m−1 + u2m = φm−1 +
1

2
(φm − φm−2)− φm−1

η21 + η22 = ψ2 −
1

2
(ψ3 − ψ1)− ψ2

−a3u21 + a3u
2
3 − a4η21 + (a1 + 2a4) η

2
2 − a4η23 = a1ψ2

−a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η

2
3 − a4η24 = a1ψ3

...
...

−a3u2m−2 + a3u
2
m − a4η2m−2 + (a1 + 2a4) η

2
m−1 − a4η2m = a1ψm−2

−η2m−1 + η2m = ψm−1 +
1

2
(ψm − ψm−2)− ψm−1
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Variabel-variabel yang tak diketahui pada sistem persamaan diatas adalah u21, u
2
2, . . . , u

2
m

dan η21, η
2
2, . . . , η

2
m, sedemikian hingga dapat kita tuliskan sebagai sebauh persamaan matriks

square yang ukuran baris dan kolomnya sama, yaitu (2m) . Misalkan

w =
[
u21 u22 u23 · · · u2m−1 u2m η21 η22 η23 · · · η2m−1 η2m

]t
dan

A =



1 1 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0 0

0 a1 0 · · · 0 0 −a2 0 a2 · · · 0 0

0 0 a1 · · · 0 0 0 −a2 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · a1 0 0 0 0 · · · 0 a2

0 0 0 · · · −1 1 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0 1 1 0 · · · 0 0

−a3 0 a3 · · · 0 0 −a4 a1 + 2a4 −a4 · · · 0 0

0 −a3 0 · · · 0 0 0 −a4 a1 + 2a4 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 a3 0 0 0 · · · a1 + 2a4 −a4
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 1 1


serta

B =



φ2 − 1
2

(φ3 − φ1)− φ2

a1φ2

a1φ3

...
a1φm−1

φm−1 + 1
2

(φm − φm−2)− φm−1

ψ2 − 1
2

(ψ3 − ψ1)− ψ2

a1ψ2

a1ψ3

...
a1ψm−2

ψm−1 + 1
2

(ψm − ψm−2)− ψm−1


maka sistem persamaan tersebut dapat kita tuliskan menjadi sebuah persamaan matriks

Aw2 = B (4.20)

Ukuran matriks A, w, danB secara berturut-turut adalah (2m× 2m) , (2m× 1) , dan (2m× 1) .
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Sistem persamaan (4.20) dapat diselesaikan menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan
atau metode-metode penyelesaian sistem persamaan linier yang lainnya. Karena bentuk dari
matriks A yang sparse atau banyak memuat elemen nol, maka sistem tersebut akan sangat
efektif jika diselesaikan menggunakan metode iterasi Jacobi ataupun metode iterasi Gauss-
Seidel. Dalam penelitian ini, untuk menyelesaikan sistem persamaan linier (4.20) akan kita
gunakan metode iterasi Gauss-Seidel.

Penyelesaian sistem persamaan (4.20) akan menghasilkan vektor

w2 =
(
u21, u

2
2, u

2
3, . . . , u

2
m, η

2
1, η

2
2, η

2
3, . . . , η

2
m

)t
.

Berikutnya untuk menentukan nilai-nilai

wn+1 =
(
un+1
1 , un+1

2 , un+1
3 , . . . , un+1

m , ηn+1
1 , ηn+1

2 , ηn+1
3 , . . . , ηn+1

m

)t
,

dengan n ∈ {2, 3, . . . , p} dimana p adalah banyak titik diskrit untuk waktu t kita gunakan
cara yang sama sebagaimana cara memformulasikan sistem persamaan linier untuk menen-
tukan w2. Adapun sistem yang diperoleh secara umum dapat di tuliskan sebagai berikut:

un+1
1 + un+1

2 = un2 −
1

2
(un3 − un1 )− un2

a1u
n+1
2 − a2ηn+1

1 + a2η
n+1
3 = a1u

n
2

a1u
n+1
3 − a2ηn+1

2 + a2η
n+1
4 = a1u

n
3

...
...

a1u
n+1
m−1 − a2ηn+1

m−2 + a2η
n+1
m = a1u

n
m−1

−un+1
m−1 + un+1

m = unm−1 +
1

2

(
unm − unm−2

)
− unm−1

ηn+1
1 + ηn+1

2 = ηn2 −
1

2
(ηn3 − ηn1 )− ηn2

−a3un+1
1 + a3u

n+1
3 − a4ηn+1

1 + (a1 + 2a4) η
n+1
2 − a4ηn+1

3 = a1η
n
2

−a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η

2
3 − a4η24 = a1η

n
3

...
...

−a3un+1
m−2 + a3u

n+1
m − a4ηn+1

m−2 + (a1 + 2a4) η
n+1
m−1 − a4ηn+1

m = a1η
n
m−2

−ηn+1
m−1 + ηn+1

m = ηnm−1 +
1

2

(
ηnm − ηnm−2

)
− ηnm−1

Jika dituliskan dalam bentuk persamaan matriks

Awn+1 = B (4.21)
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maka matrik-matriks yang bersesuaian adalah sebagai berikut:

A =



1 1 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0 0

0 a1 0 · · · 0 0 −a2 0 a2 · · · 0 0

0 0 a1 · · · 0 0 0 −a2 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · a1 0 0 0 0 · · · 0 a2

0 0 0 · · · −1 1 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0 1 1 0 · · · 0 0

−a3 0 a3 · · · 0 0 −a4 a1 + 2a4 −a4 · · · 0 0

0 −a3 0 · · · 0 0 0 −a4 a1 + 2a4 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 a3 0 0 0 · · · a1 + 2a4 −a4
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 1 1


wn+1 =

[
un+1
1 un+1

2 un+1
3 · · · un+1

m−1 un+1
m ηn+1

1 ηn+1
2 ηn+1

3 · · · ηn+1
m−1 ηn+1

m

]t

B =



un2 − 1
2

(un3 − un1 )− un2
a1u

n
2

a1u
n
3

...
a1u

n
m−1

unm−1 + 1
2

(
unm − unm−2

)
− unm−1

ηn2 − 1
2

(ηn3 − ηn1 )− ηn2
a1η

n
2

a1η
n
3

...
a1η

n
m−2

= ηnm−1 + 1
2

(
ηnm − ηnm−2

)
− ηnm−1


Untuk menyelesaikan persamaan SWE di atas secara keseluruhan akan digunakan bantuan
software Matlab sebagai alat perhitungan, adapun kode program yang dibuat berdasarkan
langkah-langkah penyelesaian diatas dapat dilihat pada algoritma 1 berikut:

4.3 Percobaan Numerik

Untuk melakukan simulasi numerik, diperlukan kondisi batas di kiri sebagai input, dan kon-
disi batas di kanan sebagai output yang menyatakan situasi fisis dari perjalanan gelombang,
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dapat berupa penyerapan atau pemantulan. Kondisi batas serap dapat diformulasikan meng-
gunakan ekstrapolasi linier, dan pemantulan pada kondisi batas dapat dinyatakan dengan
memberikan suatu nilai pada η dan nilai negatif dari u yang berasal dari indeks sebelum-
nya. Untuk mensimulasikan situasi fisis, domain-x kita bagi menjadi 3 sub bagian, yaitu
bagian pertama sebelum 0 atau x < 0 menyatakan situasi aliran air sebelum melalui pe-
mecah gelombang, bagian kedua adalah 0 < x < L, menyatakan situasi dimana pemecah
gelombang berada, dan bagian ketiga x > 0 menyatakan situasi setelah gelombang melalui
pemecah gelombang.

Prosedur numerik yang dijelaskan pada subbab sebelumnya digunakan untuk mengamati
perambatan gelombang melalui sebuah pemecah gelombang terendam. Karena kita bekerja
pada model yang variabel-variabelnya berdimensi, kita gunakan gravitasi g = 10. Untuk per-
hitungan kita gunakan ∆x = 0.2, dan berbagai variasi kedalaman air d, serta kedalaman air
diatas permukaan pemecah gelombang h, konduktivitas hidrolik k dan pemecah gelombang
di letakkan pada 0 < x < L.

Untuk kondisi awal kita gunakan dua macam model gelombang, yaitu gelombang soliter
yang akan kita bangkitkan menggunakan fungsi secant hiperbolik, dan gelombang sinusoidal
yang akan kita bangkitkan menggunakan fungsi cosinus. Pada gambar 4.1, kita tunjukkan
perambatan gelombang melalui pemecah gelombang berpori. Untuk menunjukkan simu-
lasi, kita menggambar permukaan gelombang pada beberapa nilai t. Gelombang sinusoidal
datang dari kiri, berjalan melalui dasar rata dengan kedalaman d = 1.5 dan melalui pemecah
gelombang dengan tinggi 0.5 dari dasar saluran, dengan k = 0.3, diletakkan pada interval
[0, 50] . Diatas pemecah gelombang berpori, gelombang berubah ketinggiannya dan ampli-
tudonya berkurang serta menjadi gelombang yang serupa dengan bentuk sinusoidal. Melalui
pemecah gelombang dengan panjang gelombang yang sama yaitu λ = 39.4 sebagai gelom-
bang datang. Amplitudo gelombang sebelum dan sesudah melalui pemecah gelombang dapat
dilihat pada gambar 4.1 berikut.

Secara numerik kita dapat menghitung besarnya penurunan amplitudo gelombang dari 0.15

menjadi 0.0959. Untuk itu, kita dapat menghitung besarnya energi yang berkurang relatif
terhadap kuadrat amplitudo gelombang seperti pada (Yu & Mei, 2000). Pemecah gelombang
menghilangkan energi sebesar 59% dari energi gelombang transmisi. Untuk L yang lebih
panjang, kita memperoleh gelombang dengan amplitudo yang lebih kecil setelah melalui pe-
mecah gelombang. Ini berbeda dengan pemecah gelombang yang solid atau tidak berpori,
yang mana kita dapat menentukan panjang pemecah gelombang optimal, yang dapat mem-
inimumkan amplitudo gelombang datang atau gelombang transmisi, lihat (Mei, 1989) dan
juga (L. H. Wiryanto, 2010).

Suku ηxx pada persamaan SWE (4.2) menyerap dan menurunkan amplitudo gelombang,
adapun kekuatan suku tersebut dalam menurunkan amplitudo bergantung pada koefisien k
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dan d − h. Kita tunjukkan pada gambar 4.2, plot dari permukaan gelombang η (x, 20) un-
tuk k = 0.3 dan k = 0.5. Kita menghitung gelombang datang yang berbentuk sinusoidal
yang merambat melalui pemecah gelombang berpori dengan panjang pemecah gelombang
L = 100 dan tinggi d − h = 0.5. pada daerah x > 100, gelombang menjadi seperti si-
nusoidal, karena mereka dihitung dari persamaan air-dangkal linier. Penurunan amplitudo
gelombang, diatas pemecah gelombang berpori, sesuai dengan solusi analitik dari gelom-
bang monokromatik pada (L. Wiryanto & Anwarus, 2009). Gelombang yang merambat
diatas pemecah gelombang berpori menurunkan amplitudo secara exponential terhadap x.
Untuk itu, keberadaan pemecah gelombang berpori tersebut juga mengurangi energi gelom-
bang. Untuk beberapa nilai L dan (d− h) k, kita dapat menghitung besarnya energi yang
hilang karena pemecah gelombang berpori. Pada gambar 4, kita plot persentase dari berku-
rangnya energi gelombang terhadap (d− h) k dengan panjang pemecah gelombang sebesar
L = 50, 60, dan 80. Kita gunakan (d− h) k, sebagai sumbu horizontal, karena ketinggian
dan konduktivitas hidrolik dari pemecah gelombang terjadi sebagai salah satu koefisien dari
ηxx pada persamaan (4.2).

Gambar 4.1: Plot perambatan gelombang melalui pemecah gelombang berpori yang terletak
pada daerah 0 < x < L, L = 50

Selanjutnya untuk t = 20, dapat kita lihat hasilnya sebagai berikut

Untuk gelombang datang lainnya, seperti gelombang soliter, perambatan gelombang tersebut
dapat di observasi secara numerik dari model (21). Ketika digunakan fungsi secan hiperbolik
sebagai gelombang datang, kita memperoleh hasil yang menyerupai gelombang monokro-
matik. Kita dapat mengamati perubahan bentuk gelombang tersebut setelah melalui pemecah
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Gambar 4.2: Plot dari η (x, 20)

gelombang berpori yang menyebarkan gelombang dan menurunkan amplitudonya, seperti
pada gambar 5a.

Karena kita meletakkan pemecah gelombang pada dasar saluran yang rata, perubahan kedala-
man air menyebabkan sebagian gelombang dipantulkan. Pemantulan terjadi ketika gelom-
bang memasuki daerah dimana pemecah gelombang berpori berada, karena kedalaman air
berubah dari d menjadi d − h. Pemantulan gelombang kedua dengan amplitudo yang lebih
kecil berjalan dibelakang pantulan gelombang yang pertama. Itu terjadi setelah perubahan
kedalaman air yang kedua dari d− h menjadi d.

Proses pemantulan gelombang ini juga terjadi dan dapat diamati pada gambar 2, tetapi
gelombang pantulnya berinteraksi dengan gelombang datang. Hal ini ditunjukkan oleh adanya
sedikit kenaikan dan penurunan dari amplitudo gelombang datang. Untuk mengamati pantu-
lan gelombang tersebut, kita menggunakan gelombang soliter sebagai gelombang datang
pada batas kiri, sedemikian hingga ketika gelombangnya melewati pemecah gelombang,
gelombang pantulnya dapat dilihat berjalan ke kiri tanpa berinteraksi dengan gelombang
lainnya pada Gambar 5a. Kita juga menunjukkan profil permukaan gelombang pada t = 24

pada gambar 5b, menghasilkan gelombang transmisi dalam sakala yang sesua. Pemecah
gelombang memiliki panjang L = 70; dan k = 0.3, d− h = 0.7.
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4.4 Simulasi 1

Pada simulasi ini parameter-parameter yang digunakan adalah g = 10, ∆x = 0.1, ∆t = 0.1,

kedalaman air dinyatakan sebagai d = 1.5, kedalaman air diatas permukaan pemecah gelom-
bang dinyatakan sebagai h = 0.5, konduktivitas hidrolik k = 0.3, sedangkan pemecah
gelombang berporinya di letakkan pada domain ruang 0 < x < 50. Kondisi awal yang
digunakan berupa gelombang soliter yang datang dari arah kiri dengan amplitudo sebe-
sar 0.5. Pengamatan dilakukan terhadap ketinggian permukaan gelombang sebelum melalui
pemecah gelombang dan setelah melalui pemecah gelombang. Perubahan ketinggian per-
mukaan gelombang seiring dengan perjalanan waktu yang diberikan dapat dilihat pada gam-
bar 1 berikut ini

space-x
-20 -10 0 10 20 30 40 50

η
(x

,t)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Gambar 4.3: Solusi η untuk seluruh ruang (x) dan waktu (t)

Setelah melalui pemecah gelombang pada x = 0, sebagian gelombang transmisi ada yang
di pantulkan kembali dan ada yang diteruskan melalui pemecah gelombang. Selain itu, se-
bagian besar gelombang transmisinya diserap oleh pemecah gelombang berporinya. Setelah
melalui pemecah gelombang di x = 50 ada sedikit gelombang yang dipantulkan kembali
melawan gelombang transmisi. Hal tersebut dapat dilihat pada gambar berikut:

Sebelum memaasuki daerah dimana pemecah gelombang berada yaitu pada saat t = 5, ket-
inggian permukaan gelombang atau amplitudo gelombangnya sebesar A = 0.2471.Pada saat
memasuki daerah dimana pemecah gelombang berada (lihat gambar 2b) sebagian gelombang
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Gambar 4.4: Perjalanan gelombang a) sebelum memasuki pemecah gelombang, b) pada saat
berada diatas pemecah gelombang, c) setelah melalui pemecah gelombang

dipantulkan melawan arah gelombang transmisi, dan yang lainnya terus berjalan searah den-
gan gelombang transmisi dengan amplitudo yang semakin lama semakin berkurang. Setelah
melalui daerah pemecah gelombang (pada t = 20) amplitudo gelombang transimi berkurang
sebesar 94.2% menjadi A = 0.0576.

4.5 Simulasi 2

Pada simulasi ini parameter-parameter yang digunakan adalah g = 10, ∆x = 0.1, ∆t = 0.1,

kedalaman air dinyatakan sebagai d = 1.5, kedalaman air diatas permukaan pemecah gelom-
bang dinyatakan sebagai h = 0.5, konduktivitas hidrolik k = 0.3, sedangkan pemecah
gelombang berporinya di letakkan pada domain ruang 0 < x < 50. Kondisi awal yang
digunakan berupa gelombang sinusoidal yang datang dari arah kiri dengan amplitudo sebe-
sar 0.5. Pengamatan dilakukan terhadap ketinggian permukaan gelombang sebelum melalui
pemecah gelombang dan setelah melalui pemecah gelombang. Perubahan ketinggian per-
mukaan gelombang seiring dengan perjalanan waktu yang diberikan dapat dilihat pada gam-
bar 1 berikut ini

Setelah melalui pemecah gelombang pada x = 0, sebagian gelombang transmisi ada yang
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Gambar 4.5: Solusi η untuk seluruh ruang (x) dan waktu (t)

di pantulkan kembali dan ada yang diteruskan melalui pemecah gelombang. Selain itu, se-
bagian besar gelombang transmisinya diserap oleh pemecah gelombang berporinya. Setelah
melalui pemecah gelombang di x = 50 ada sedikit gelombang yang dipantulkan kembali
melawan gelombang transmisi. Hal tersebut dapat dilihat pada gambar berikut:

Sebelum memaasuki daerah dimana pemecah gelombang berada yaitu pada saat t = 1, ket-
inggian permukaan gelombang atau amplitudo gelombangnya sebesarA = 0.22770.2277.Pada
saat memasuki daerah dimana pemecah gelombang berada (lihat gambar 2b) sebagian gelom-
bang dipantulkan melawan arah gelombang transmisi, dan yang lainnya terus berjalan searah
dengan gelombang transmisi dengan amplitudo yang semakin lama semakin berkurang. Sete-
lah melalui daerah pemecah gelombang (pada t = 20) amplitudo gelombang transimi berku-
rang sebesar 92% menjadi A = 0.0537.

4.6 Error Information

Untuk mengetahui performansi dari metode beda hingga implisit, kita menggunakan error
hampiran (ε) berdasarkan norm dari nilai ‖ηn+1 − ηn‖ serta error relatif hampiran (µ) meng-
gunakan formula
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Gambar 4.6: Perjalanan gelombang a) sebelum memasuki pemecah gelombang, b) pada saat
berada diatas pemecah gelombang, c) setelah melalui pemecah gelombang

µ =
ε

‖ηn+1‖

dengan n = 1, 2, . . . , (p− 1) yang mana p didefinisikan sebagai banyaknya titik diskrit un-
tuk waktu (t) . Error hampiran beserta error relatif yang diperoleh dari perhitungan disajikan
dalam bentuk grafik sebagaimana pada gambar 3.

Dari gambar 3, dapat dilihat bahwa baik error hampiran, maupun error relatifnya sudah
cukup kecil yaitu max (ε) = 0.2210 dan max (µ) = 0.3074. Seiring berjalannya waktu
error hampiran dan error relatifnya semakin kecil. Hal tersebut menunjukkan bahwa metode
yang digunakan dapat menghasilkan solusi yang sangat baik, yang ditandai oleh error relatif
untuk setiap perulangan kurang dari 1.

Sedangkan untuk simulasi 2, yaitu dengan mengenakan gelombang sinusoidal sebagai gelom-
bang datang, error mutlak dan error relatif yang diperoleh dapat diamati pada gambar 4
berikut.

Dari gambar 4.10, dapat dilihat bahwa baik error hampiran, maupun error relatifnya sudah
cukup kecil yaitu max (ε) = 0.1910 dan max (µ) = 0.1204. Seiring berjalannya waktu error
hampiran dan error relatifnya semakin kecil. Hal tersebut menunjukkan bahwa metode yang
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Gambar 4.7: Perjalanan gelombang a) sebelum memasuki pemecah gelombang, b) pada saat
berada diatas pemecah gelombang, c) setelah melalui pemecah gelombang

digunakan dapat menghasilkan solusi yang sangat baik, yang ditandai oleh error relatif untuk
setiap perulangan kurang dari 1.

Jika digunakan error maksimum sebagai kriteria pengukuran error, maka error hampiran
yang diperoleh untuk seluruh indeks waktu (n) lebih kecil sekitar sepertiga dari error norm.
dapat dilihat pada gambar berikut:

Gambar 4.11 adalah maksimum error absolut untuk ηn, n = 1, 2, . . . , N yang diperoleh dari
simulasi 1, yaitu jika gelombang datang yang digunakan berupa gelombang soliter. Sedan-
gkan pada Gambar 4.12 menyatakan maksimum error absolut dari ηn, n = 1, 2, . . . , N jika
gelombang datang yang digunakan berupa gelombang sinusoidal.

Dari beberapa simulasi yang telah dilakukan diatas, dapat diketahui bahwa metode beda
hingga implisit dapat menghasilkan solusi hampiran yang sangat baik untuk penyelesaian
masalah sistem persamaan diferensial parsial, atau secara lebih khususnya dalam penelitian
ini persamaan gelombang air dangkal (SWE).
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Gambar 4.8: Perjalanan gelombang a) sebelum memasuki pemecah gelombang, b) pada saat
berada diatas pemecah gelombang, c) setelah melalui pemecah gelombang
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Gambar 4.9: Estimasi Error
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Algorithm 4.1 Solusi SWE dengan beda-hingga implisit

clc
clear
figure (1),clf
g = 10;
d = 1.5;
dx = 0.1;
dt = dx/sqrt(g*d);
dt = 0.1
x = -20:dx:80;
t = 0:dt:50;
dx = x(2)-x(1);
m = length(x);
p = length(t);
u = zeros(m,p);
eta = zeros(m,p);
eta(:,1) = 1*sech(x).^2;
u(:,1) = 1*sech(x).^2;
plot(x,eta(:,1),’b’)
xlim([x(1) x(m)])
hold on
pause (0.01)
for j=1:m

if and(x(j)>0,x(j) <50)
h(j)=0.5;

else
h(j)=1.5;
end

end
k = 0.3;
a1 = 1/dt;
a2 = g/(2*dx);
k = 0;
for n=1:p-1

G = zeros(m);
G(1,1) = 1;
G(1,2) = -1;
r(1,1) = -(1/2)*(u(3,n)-u(1,n));
for j=2:m-1

a3 = h(j)/(2*dx);
a4 = (d-h(j))*k/dx^2;
G(j,j) = a1;
G(j,j+m-1) = -a2;
G(j,j+m+1) = a2;
r(j,1) = a1*u(j,n);

end
...
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Algorithm 4.2 Solusi SWE dengan beda-hingga implisit (lanjutan.)

G(m,m-1) = -1;
G(m,m) = 1;
r(m,1) = (1/2)*(u(m,n)-u(m-2,n));
F = zeros(m);
F(1,m+1) = 1;
F(1,m+2) = -1;
s(1,1) = -(1/2)*( eta(3,n)-eta(1,n));
for j=2:m-1

a3 = h(j)/(2*dx);
a4 = (d-h(j))*k/dx^2;
F(j,j-1) = -a3;
F(j,j+1) = a3;
F(j,j+m-1) = -a4;
F(j,j+m) = a1+2*a4;
F(j,j+m+1) = -a4;

s(j,1) = a1*eta(j,n);
end
F(m,m+m-1) = -1;
F(m,m+m) = 1;
s(m,1) = (1/2)*( eta(m,n)-eta(m-2,n));
A = [G;F];
B = [r;s];
w = A\B;
u(:,n+1) = w(1:m);
eta(:,n+1) = w(m+1:2*m);
if mod(n ,10)==0

k = k+1;
plot(x,eta(:,n+1)+k*0.01,’b’)
xlim([x(1) x(m)])
pause (0.1)

end
end
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Algorithm 4.3 Pseude code untuk kondisi awal berupa gelombang sinusoidal

clc ,clear
%simulasi 2 % dengan menggunakan h tidak konstan
figure (1),clf
g = 10;
d = 1.5;
dx = 0.1;
dt = 0.05;
x = -100:dx:80;
t = 0:dt:30;
m = length(x);
p = length(t);
u = zeros(m,p);
eta = zeros(m,p);
for j=1:m

if and(x(j) >=-25*pi ,x(j) <=-2*pi)
eta(j,1) = 0.5* sin (0.5*x(j));

else
eta(j,1) = 0;

end
end
plot(x,eta(:,1),’b’)
ylim([-1 2])
pause (0.01)
hold on
for j=1:m

if and(x(j)>0,x(j) <50)
h(j)=0.5;

else
h(j)=1.5;

end
end
k = 0.3;
a1 = 1/dt;
a2 = g/(2*dx);
k = 0;
for n=1:p-1

G = zeros(m);
G(1,1) = 1;
G(1,2) = -1;
r(1,1) = -(1/2)*(u(3,n)-u(1,n));
for j=2:m-1

a3 = h(j)/(2*dx);
a4 = (d-h(j))*k/dx^2;
G(j,j) = a1;
G(j,j+m-1) = -a2;
G(j,j+m+1) = a2;
r(j,1) = a1*u(j,n);

end
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Algorithm 4.4 Pseude code untuk kondisi awal berupa gelombang sinusoidal (lanjutan.)

G(m,m-1) = -1;
G(m,m) = 1;
r(m,1) = (1/2)*(u(m,n)-u(m-2,n));
F = zeros(m);
F(1,m+1) = 1;
F(1,m+2) = -1;
s(1,1) = -(1/2)*(eta(3,n)-eta(1,n));
for j=2:m-1

a3 = h(j)/(2*dx);
a4 = (d-h(j))*k/dx^2;
F(j,j-1) = -a3;
F(j,j+1) = a3;
F(j,j+m-1) = -a4;
F(j,j+m) = a1+2*a4;
F(j,j+m+1) = -a4;
s(j,1) = a1*eta(j,n);

end
F(m,m+m-1) = -1;
F(m,m+m) = 1;
s(m,1) = (1/2)*(eta(m,n)-eta(m-2,n));

A = [G;F];
B = [r;s];
w = A\B;

u(:,n+1) = w(1:m);
eta(:,n+1) = w(m+1:2*m);
plot(x,eta(:,n+1),’b’)
ylim([-1 2])
pause (0.01)
if mod(n,5)==0

k = k+1;
plot(x,eta(:,n+1)+k*0.1,’b’)
xlim([x(1) x(m)])
pause (0.01)

end
end
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Gambar 4.10: Estimasi Error

times (t)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

ab
so

lu
te

 e
rr

or
 M

ax
(µ

)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Gambar 4.11: Estimasi Error
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BAB V
Kesimpulan

Kita telah menyelesaikan persamaan air-dangkal satu dimensi menggunakan metode beda-
hingga implisit. Model tersebut menjelaskan perambatan gelombang melalui sebuah pe-
mecah gelombang berpori, yang mana setelah melalui pemecah gelombang tersebut, am-
plitudo gelombang berkurang serta energi-nya juga berkurang. Energi yang dibawa oleh
gelombang juga berkurang, secara proporsional terhadap kuadrat dari amplitudo. Pelemahan
gelombang tergantung pada dari kuantitas pemecah gelombangnya, konduktivitas hidrolik k
dan ketinggian pemecah gelombang d − h, karena konduktivitas hidrolik dan ketinggian
gelombang muncul sebagai koefisien dari suku pengurang atau penyerap.

Panjang L dari pemecah gelombang berporinya juga mengakibatkan penurunan amplitudo,
karena suku dampingnya memuat turunan kedua terhadap ruang, sehingga panjang optimal
dari pemecah gelombang tidak ada berlawanan dengan pemecah gelombang yang solid atau
tidak berpori. Dalam mengamati model, kita menggunakan gelombang monikromatik dan
gelombang sinusidal sebagai gelombang datang, dan perambatannya telah kami hitung se-
bagaimana berkurangnya amplitudo dan energi gelombang tersebut. Kita juga menemukan
fakta bahwa ada pemantulan gelombang yang terjadi setelah gelombang transmisinya men-
genai pemecah gelombangnya.
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Permasalahan

Bagaimana solusi numerik persamaan air-dangkal (SWE):

ut + gηx = 0

ηt + hux = (d − h) kηxx (1)

menggunakan metode beda-hingga implisit?

Bagaimana solusi yang diperoleh jika di bandingkan dengan hasil yang diperoleh
menggunakan metode prediktor-korektor?
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Tujuan

1 Penerapan metode beda-hingga implisit untuk penyelesaian persamaan
air-dangkal (1)

2 Membandingkan hasil yang diperoleh dengan hasil yang diperoleh dari metode
prediktor korektor.

Mohammad Jamhuri Solusi numerik persamaan air dangkal pada masalah perambatan gelombang melalui media berpori



Manfaat

1 Menjelaskan pemakaian metode beda-hingga implisit dalam penyelesaian sistem
persamaan diferensial parsial

2 Membandingkan hasil yang diperoleh dari kedua metode sehingga pembaca dapat
mengetahui kapan metode-metode tersebut harus digunakan.

Mohammad Jamhuri Solusi numerik persamaan air dangkal pada masalah perambatan gelombang melalui media berpori



Diskritisasi

Persamaan (1) kita diskritkan menggunakan metode beda-hingga FTCS menjadi

un+1
j − un

j

∆t
+ g

ηn+1
j+1 − η

n+1
j−1

2∆x
= 0 (2)

ηn+1
j − ηn

j

∆t
+ h

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= (d − h) k

ηn+1
j+1 − 2ηn+1

j + ηn+1
j−1

∆x2 (3)
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Diskritisasi (cont.)

Sederhanakan persamaan diatas menjadi

a1un+1
j − a2η

n+1
j−1 + a2η

n+1
j+1 = a1un

j (4)

−a3un+1
j−1 + a3un+1

j+1 − a4η
n+1
j−1 + (a1 + 2a4) ηn+1

j − a4η
n+1
j+1 = a1η

n
j (5)

dengan

a1 =
1

∆t
, a2 = −

g
2∆x

, a3 =
h

2∆x
, a4 =

(d − h) k
∆x2
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Diskritisasi (cont.)

j = 1 → a1u2
1 − a2η2

0 + a2η2
2 = a1φ1

j = 2 → a1u2
2 − a2η2

1 + a2η2
3 = a1φ2

j = 3 → a1u2
3 − a2η2

2 + a2η2
4 = a1φ3

... →
... =

...
j = m − 1 → a1u2

m−1 − a2η2
m−2 + a2η2

m = a1φm−1
j = m → a1u2

m − a2η2
m−1 + a2η2

m+1 = a1φm

(6)

Mohammad Jamhuri Solusi numerik persamaan air dangkal pada masalah perambatan gelombang melalui media berpori



Diskritisasi (cont.)

j = 1 ⇒ −a3u2
0 + a3u2

2 − a4η2
0 + (a1 + 2a4) η2

1 − a4η2
2 = a1ψ1

j = 2 ⇒ −a3u2
1 + a3u2

3 − a4η2
1 + (a1 + 2a4) η2

2 − a4η2
3 = a1ψ2

j = 3 ⇒ −a3u2
2 + a3u2

4 − a4η2
2 + (a1 + 2a4) η2

3 − a4η2
4 = a1ψ3

... ⇒
... =

...
j = m − 1 ⇒ −a3u2

m−2 + a3u2
m − a4η2

m−2 + (a1 + 2a4) η2
m−1 − a4η2

m = a1ψm−2
j = m ⇒ −a3u2

m−1 + a3u2
m+1 − a4η2

m−1 + (a1 + 2a4) η2
m − a4η2

m+1 = a1ψm
(7)

Mohammad Jamhuri Solusi numerik persamaan air dangkal pada masalah perambatan gelombang melalui media berpori



Pada sistem persamaan (6) dan (7), pada j = 1, dan j = m terdapat suku-suku

u2
0 , u

2
m+1, η

2
0 , dan η2

m+1

Suku-suku tersebut disebut sebagai ghost-points yang keberadaanya berada diluar
domain perhitungan.

Gunakan ekstrapolasi linier untuk menentukan persamaan pengganti pada indeks
j = 1 dan j = m
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Ekstrapolasi linier

Pada batas kiri gunakan

u (∆x , 2∆t) = u (2∆x ,∆t) +
∂

∂x
u (2∆x ,∆t) (−∆x) +

∂

∂t
u (2∆x ,∆t) (∆x)

dan

η (∆x , 2∆t) = η (2∆x ,∆t) +
∂

∂x
η (2∆x ,∆t) (−∆x) +

∂

∂t
η (2∆x ,∆t) (∆x)

Pada batas kanan gunakan,

u (m∆x , 2∆t) = u ((m − 1) ∆x ,∆t) +
∂

∂x
u ((m − 1) ∆x ,∆t) (∆x)

dan

η (m∆x , 2∆t) = η ((m − 1) ∆x ,∆t) +
∂

∂x
η ((m − 1) ∆x ,∆t) (∆x)
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Selanjutnya kita peroleh sistem persamaan baru

u2
1 + u2

2 = φ2 −
1
2

(
φ1

3 − u1
1
)
− φ2

a1u2
2 − a2η

2
1 + a2η

2
3 = a1φ2

a1u2
3 − a2η

2
2 + a2η

2
4 = a1φ3

...
...

a1u2
m−1 − a2η

2
m−2 + a2η

2
m = a1φm−1

−u2
m−1 + u2

m = φm−1 +
1
2

(φm − φm−2)− φm−1

η2
1 + η2

2 = ψ2 −
1
2

(ψ3 − ψ1)− ψ2

−a3u2
1 + a3u2

3 − a4η
2
1 + (a1 + 2a4) η2

2 − a4η
2
3 = a1ψ2

−a3u2
2 + a3u2

4 − a4η
2
2 + (a1 + 2a4) η2

3 − a4η
2
4 = a1ψ3

...
...

−a3u2
m−2 + a3u2

m − a4η
2
m−2 + (a1 + 2a4) η2

m−1 − a4η
2
m = a1ψm−2

−η2
m−1 + η2

m = ψm−1 +
1
2

(
ψm − ψ1

m−2
)
− ψm−1
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Solusi sistem persamaan

Sistem persamaan yang di peroleh dapat ditulis dalam bentuk persamaan matriks

AW n+1 = B (8)

dengan,

A =



1 1 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 a1 0 · · · 0 0 −a2 0 a2 · · · 0 0
0 0 a1 · · · 0 0 0 −a2 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a1 0 0 0 0 · · · 0 a2
0 0 0 · · · −1 1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1 1 0 · · · 0 0

−a3 0 a3 · · · 0 0 −a4 a1 + 2a4 −a4 · · · 0 0
0 −a3 0 · · · 0 0 0 −a4 a1 + 2a4 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 a3 0 0 0 · · · a1 + 2a4 −a4
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 1 1


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dengan W n+1 dan B

W =
[

un+1
1 un+1

2 un+1
3 · · · un+1

m−1 un+1
m ηn+1

1 ηn+1
2 ηn+1

3 · · · ηn+1
m−1 ηn+1

m

]t
dan

B =



un
2 −

1
2

(
un
3 − un

1
)
− un

2
a1un

2
a1un

3
...

a1un
m−1

un
m−1 + 1

2

(
un
m − un

m−2

)
− un

m−1

ηn
2 −

1
2

(
ηn
3 − ηn

1
)
− ηn

2
a1ηn

2
a1ηn

3
...

a1ηn
m−2

= ηn
m−1 + 1

2

(
ηn
m − ηn

m−2

)
− ηn

m−1


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Untuk n = 1, matriks kolom B pada persamaan (8) dapat diperoleh
menggunakan kondisi awal yang diberikan, yaitu

B =



φ2 − 1
2 (φ3 − φ1)− φ2

a1φ2
a1φ3

...
a1φm−1

φm−1 + 1
2 (φm − φm−2)− φm−1

ψ2 − 1
2 (ψ3 − ψ1)− ψ2

a1ψ2
a1ψ3

...
a1ψm−2

ψm−1 + 1
2 (ψm − ψm−2)− ψm−1


Karena matriks A pada persamaan (8) merupakan sparse matrix, maka metode
iterasi merupakan cara terbaik untuk mendapatkan solusi W n+1.
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Iterasi Gauss-Seidel

Untuk menyelesaikan Ax = b diberikan hampiran nilai awal x (0)

Input:
banyaknya persamaan n,
elemen-elemen matriks A, yaitu aij , 1 ≤ i, j ≤ n,
elemen-elemen matriks b atau bi , 1 ≤ i ≤ n
nilai awal x (0)

i , 1 ≤ i ≤ n,
Toleransi error tol, dan
banyak iterasi maksimum N.

Output:
solusi hampiran x1, x2, . . . , xn atau pesan yang menyatakan iterasi maksimum sudah
dilalui.
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langkah-langkah penyelesaian iterasi Gauss-seidel

step 1 set k = 1

step 2 while (k ≤ N) do step 3-6
step 3 for i = 1, . . . , n

set xi =
1
aii

− i−1∑
j=1

aijxj −
n∑

j=i+1

aijx
(0)
j + bi


step 4 if

∥∥x − x (0)
∥∥ < tol then output (x1, . . . , xn) ; (the

prosedure was successful.), STOP.
step 5 set k = k + 1
step 6 for i = 1, . . . , n set x (0)

i = x i

step 7 output(’maximum number of iterations exceeded’). STOP
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Simulasi 1

Parameter-parameter yang digunakan adalah g = 10, ∆x = 0.1, ∆t = 0.1,

kedalaman air dinyatakan sebagai d = 1.5, kedalaman air diatas permukaan
pemecah gelombang dinyatakan sebagai h = 0.5, konduktivitas hidrolik k = 0.3,

sedangkan pemecah gelombang berporinya di letakkan pada domain ruang
0 < x < 50. Kondisi awal yang digunakan berupa gelombang soliter yang datang
dari arah kiri dengan amplitudo sebesar 0.5.

Hasil simulasi dapat dilihat pada Gambar 1 di slide berikut:
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Grafik solusi untuk ∀x dan ∀t
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Grafik solusi pada t = 5, 10 dan 20
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kurva ketinggian (contour) gelombang soliter
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grafik error dan relatif error

times (t)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

er
ro

r 
ha

m
pi

ra
n 

(ǫ
)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

times (t)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

er
ro

r 
re

la
tif

 h
am

pi
ra

n 
(µ

)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Mohammad Jamhuri Solusi numerik persamaan air dangkal pada masalah perambatan gelombang melalui media berpori



Solusi Numerik Persamaan Air Dangkal pada Masalah Perambatan Gelombang
melalui Media Berpori

Mohammad Jamhuri
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi UIN Maulana Malik Ibrahim Malang

Email: m.jamhuri@live.com

Abstrak

Dalam artikel ini dipilih persamaan air-dangkal yang menyatakan perambatan gelombang melalui me-
dia berpori. Selanjutnya persamaan tersebut diselesaikan menggunakan metode beda hingga implisit
forward-time centered space (FTCS). Dalam menyelesaikan masalah tersebut, digunakan kondisi batas
serap untuk mewakili situasi fisis yang menyatakan gelombang terus berjalan melalui batas-batas do-
main perhitungan. Untuk mengamati performansi dari pemecah gelombang berporinya, digunakan
gelombang soliter dan gelombang sinusoidal sebagai gelombang datang. Selanjutnya besarnya penu-
runan amplitudo dihitung berdasarkan amplitudo gelombang sebelum dan sesudah melalui pemecah
gelombangnya. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan bahwa metode beda-hingga implisit
cukup baik dan mudah diterapkan dalam penyelesaian sistem persamaan diferensial tersebut.

Pendahuluan

Masalah aliran fluida sangat menarik untuk di amati, karena terjadi pada berbagai jenis saluran baik
terbuka maupun tertutup. Pada saluran tertutup, aliran fluida dapat terjadi pada pipa, tangki, selang,
dll. Pada saluran terbuka, fluida mengalir pada atmosfir, lautan, sungai dan lain-lain.

Pada tulisan ini akan dibahas solusi numerik masalah aliran fluida pada saluran terbuka, khususnya
yang mengalir melalui balok berpori. Pembahasan mengenai aliran fluida melalui sebuah balok telah
dilakukan oleh (Yu & Mei, 2000), (Pudjaprasetya & Chendra, 2009), (L. H. Wiryanto, 2010). Selanjutnya
(L. H. Wiryanto & Jamhuri, 2014) membahas aliran fluida melalui satu dan dua buah balok yang hasil-
nya dapat diperumum untuk masalah aliran fluida melalui n-buah balok. Sedangkan kajian tentang
aliran fluida pada saluran dengan dasar berupa media berpori dimulai oleh (Mizumura, 1998), yang
dilanjutkan oleh (Tsai, Chen, & Lee, 2006), (L. Wiryanto & Anwarus, 2009).

Pada tahap selanjutnya (L. H. Wiryanto, 2011) menurunkan model matematika untuk mengamati ali-
ran fluida yang melalui media berpori. Penelitian tersebut menghasilkan sistem persamaan differen-
sial parsial linier yang serupa dengan persamaan air-dangkal. Di sisi yang lain (Jamhuri, Kusumas-
tuti, & Suharleni, 2013) mengkaji masalah yang sama dengan yang di kaji oleh (L. H. Wiryanto, 2011),
tetapi dengan cara melinierisasi persamaan-persamaan pengatur dan menyelesaikannya menggunakan
metode pemisahan variabel. Selanjutnya pada tahun 2015 (Jamhuri & Alisah, 2015) membahas tentang
aliran fluida melalui serangkaian balok berpori yang berkesimpulan bahwa jumlah balok berpori tanpa
ada perubahan total lebar balok tidak berpengaruh pada besarnya penurunan amplitudo gelombang.

Pada penelitian ini kita pilih model matematika yang telah diturunkan oleh Wiryanto (L. H. Wiryanto,
2011) untuk mensimulasikan masalah aliran fluida melalui balok berpori. Setelah menurunkan model,
Wiryanto (L. H. Wiryanto, 2011) menunjukkan beberapa solusi numerik untuk masalah tersebut. Metode
numerik yang digunakannya adalah ekplisit prediktor-korektor, dan untuk penyelesaian sistem per-
samaan linier yang dihasilkan Dia menggunakan iterasi Gauss-Seidel. Meskipun demikian penyelesaian
secara implisit menggunakan metode tersebut sangat tidak efisien.

Pada penelitian akan kita selesaikan sistem persamaan differensial parsial yang diperoleh oleh
(L. H. Wiryanto, 2011) menggunakan metode beda-hingga implisit. Kita pilih metode implisit karena
kestabilan dari metode ini selalu dapat diperoleh dan tanpa syarat (Zhu, Yuan, & Sun, 2004), sehingga
dalam melakukan simulasi kita dapat memilih time-step yang cukup besar.
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Persamaan Pengatur

Model matematika untuk aliran fluida melalui balok berpori yang diturunkan oleh Wiryanto
(L. H. Wiryanto, 2011) adalah sebagai berikut:

ut + gηx = 0 (1)
ηt + hux = (d− h) kηxx (2)

yang merupakan sistem persamaan differensial parsial linier.

Pada persamaan tersebut, η menyatakan perubahan ketinggian permukaan fluida, u adalah kecepatan
potensial dalam arah-x, dengan x dan t secara berturut-turut menyatakan dimensi ruang dan waktu.
Sedangkan d dan h secara berturut-turut menyatakan kedalaman saluran dan ketinggian dari balok
berporinya, dan k adalah konduktivitas hidrolik yang menyatakan koefisien porositas dari balok.

Persamaan (1) dan (2) serupa dengan persamaan air dangkal atau SWE (shallow-water equations), yang
memuat suku tambahan berupa turunan kedua yang menyatakan efek dari balok berpori. Jika balok
berpori-nya ditiadakan (d = h), maka persamaan (2) akan sama dengan persamaan air-dangkal linier,
demikian juga jika partikel tidak dapat melalui balok berpori maka konduktivitas hidroliknya tidak ada
(k = 0).

Ilustrasi dari permasalahan aliran fluida melalui balok berpori yang dinyatakan dalam persamaan (1)
dan (2) ditunjukkan pada gambar 1.

Figure 1: Sketsa aliran fluida melalui balok berpori

Metode Beda-Hingga Implisit

Pada bab ini akan kita bahas bagaimana menerapkan metode implisit dalam penyelesaian numerik
masalah persamaan gelombang air-dangkal

ut + gηx = 0 (3)
ηt + hux = (d− h) kηxx (4)

dengan diberikan kondisi awal

u (x, 0) = φ (x) dan η (x, 0) = ψ (x) (5)
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Persamaan (3) dan (4) kita diskritkan secara implisit menggunakan metode beda hingga skema forward-
time centered-space (FTCS) menjadi

un+1
j − unj

∆t
+ g

ηn+1
j+1 − η

n+1
j−1

2∆x
= 0 (6)

ηn+1
j − ηnj

∆t
+ h

un+1
j+1 − u

n+1
j−1

2∆x
= (d− h) k

ηn+1
j+1 − 2ηn+1

j + ηn+1
j−1

∆x2
(7)

sedangkan kondisi awal (5) dapat didiskritkan menjadi

u1j = φj dan η1j = ψj (8)

dengan φj = φ (xj) atau φ (j∆x) dan ψj = ψ (xj) atau ψ (j∆x). Indeks waktu (n+ 1) yang melekat pada
super skrip u dan η menyatakan suku-suku yang belum diketahui, sedangkan indeks waktu (n) pada
superskrip u dan η menyatakan suku-suku yang diketahui. Selanjutnya, dengan menuliskan suku-suku
yang memiliki indeks waktu (n+ 1) di ruas kiri dan yang lainnya di ruas kanan persamaan (6) dan (7)
menjadi:

1

∆t
un+1
j +

g

2∆x
ηn+1
j+1 −

g

2∆x
ηn+1
j−1 =

1

∆t
unj

1

∆t
ηn+1
j +

h

2∆x
un+1
j+1 −

h

2∆x
un+1
j−1 −

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j+1 +

2 (d− h) k

∆x2
ηn+1
j +

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j−1 =

1

∆t
ηnj

Persamaan-persamaan diatas kita sederhanakan lagi dengan melakukan pengelompokan terhadap suku-
suku yang memiliki indeks subskrip dan superskrip yang sama, yaitu diperoleh

1

∆t
un+1
j − g

2∆x
ηn+1
j−1 +

g

2∆x
ηn+1
j+1 =

1

∆t
unj

− h

2∆x
un+1
j−1 +

h

2∆x
un+1
j+1 +

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j−1 +

(
1

∆t
+

2 (d− h) k

∆x2

)
ηn+1
j −

(d− h) k

∆x2
ηn+1
j+1 =

1

∆t
ηnj

Persamaan diatas dapat dituliskan kembali secara lebih sederhana menjadi

a1u
n+1
j − a2ηn+1

j−1 + a2η
n+1
j+1 = a1u

n
j (9)

−a3un+1
j−1 + a3u

n+1
j+1 − a4η

n+1
j−1 + (a1 + 2a4) ηn+1

j − a4ηn+1
j+1 = a1η

n
j (10)

dengan memisalkan koefisien-koefisien konstan dari persamaan (9) dan (10) sebagai

a1 =
1

∆t
, a2 = − g

2∆x
, a3 =

h

2∆x
, a4 =

(d− h) k

∆x2
.

Untuk n = 1, kita dapat mensubstitusikan kondisi awal (8) pada persamaan (9) dan (10), sedemikian
hingga kita peroleh

a1u
2
j − a2η2j−1 + a2η

2
j+1 = a1φj (11)

−a3u2j−1 + a3u
2
j+1 − a4η2j−1 + (a1 + 2a4) η2j − a4η2j+1 = a1ψj (12)

Proses selanjutnya adalah menjabarkan persamaan (11) dan (12) dengan mensubstitusi indeks j untuk
j = 1, 2, . . . ,m. Hasil yang diperoleh dari penjabaran persamaan (11) adalah sebagai berikut

j = 1 → a1u
2
1 − a2η20 + a2η

2
2 = a1φ1

j = 2 → a1u
2
2 − a2η21 + a2η

2
3 = a1φ2

j = 3 → a1u
2
3 − a2η22 + a2η

2
4 = a1φ3

... →
... =

...
j = m− 1 → a1u

2
m−1 − a2η2m−2 + a2η

2
m = a1φm−1

j = m → a1u
2
m − a2η2m−1 + a2η

2
m+1 = a1φm

(13)
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sedangkan dari persamaan (12) di peroleh:

j = 1 ⇒ −a3u20 + a3u
2
2 − a4η20 + (a1 + 2a4) η21 − a4η22 = a1ψ1

j = 2 ⇒ −a3u21 + a3u
2
3 − a4η21 + (a1 + 2a4) η22 − a4η23 = a1ψ2

j = 3 ⇒ −a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η23 − a4η24 = a1ψ3

... ⇒
... =

...
j = m− 1 ⇒ −a3u2m−2 + a3u

2
m − a4η2m−2 + (a1 + 2a4) η2m−1 − a4η2m = a1ψm−2

j = m ⇒ −a3u2m−1 + a3u
2
m+1 − a4η2m−1 + (a1 + 2a4) η2m − a4η2m+1 = a1ψm

(14)

Pada sistem persamaan linier (13) dan (14) diatas, terdapat variabel-variabel tak diketahui yang meny-
atakan titik-titik yang berada diluar domain perhitungan, yaitu η20 , η

2
m+1 serta u20, u2m+1. Titik-titik yang

berada diluar domain perhitungan tersebut tidak dapat diperoleh atau diukur, titik-titik tersebut ser-
ingkali disebut sebagai ghost-points. Keberadaan ghost-points pada sistem tersebut menyebabkan sis-
tem tersebut secara langsung tidak dapat diselesaikan. Untuk mengatasi masalah tersebut, persamaan-
persamaan yang memuat ghost point akan kita ganti dengan persamaan-persamaan artifisial yang di
bangkitkan menggunakan ekstrapolasi linier berdasarkan data pada titik-titik grid interior domain per-
hitungan. Selanjutnya sistem diatas dapat diselesaikan menggunakan metode iterasi Gauss-Seidel ataupun
metode iterasi Jacobi (Chapra & Canale, 1998, hal. 227-339).

Metode Gauss-Seidel

Metode Gauss-Seidel digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear (SPL) berukuran be-
sar dan proporsi koefisien nolnya besar, seperti sistem-sistem yang banyak ditemukan dalam sistem
persamaan diferensial. Metode iterasi Gauss-Seidel dikembangkan dari gagasan metode iterasi pada
solusi persamaan tak linier. Teknik iterasi jarang digunakan untuk menyelesaikan SPL berukuran ke-
cil karena metode-metode langsung seperti metode eliminasi Gauss lebih efisien daripada metode it-
eratif. Akan tetapi, untuk SPL berukuran besar dengan persentase elemen nol pada matriks koefisien
besar, teknik iterasi lebih efisien daripada metode langsung dalam hal penggunaan memori komputer
maupun waktu komputasi. Dengan metode iterasi Gauss-Seidel sesatan pembulatan dapat diperkecil
karena dapat meneruskan iterasi sampai solusinya seteliti mungkin sesuai dengan batas sesatan yang
diperbolehkan.

Suatu sistem persamaan linier terdiri atas sejumlah berhingga persamaan linear dalam sejumlah berhingga
variabel. Menyelesaikan suatu sistem persamaan linier adalah mencari nilai-nilai variabel yang belum
diketahui yang memenuhi semua persamaan linier yang diberikan. Untuk i = 1, 2, . . . , n dan k = 1, 2,
3, . . . ,Suatu sistem persamaan linier terdiri atas sejumlah berhingga persamaan linear dalam sejumlah
berhingga variabel. Menyelesaikan suatu sistem persamaan linier adalah mencari nilai-nilai variabel
yang belum diketahui yang memenuhi semua persamaan linier yang diberikan.

Rumus iterasi untuk hampiran ke-k pada metode iterasi Gauss-Seidel adalah sebagai berikut. Untuk i =
1, 2, . . . , n dan k = 1, 2, 3, . . . ,

x
(k)
i =

1

aii

bi −∑
j=1

aijx
(k)
j −

∑
j=i+1

aijx
(k−1)
j

 , i = 1, 2, . . . , n (15)

secara lebih detil dapat dilihat pada langkah-langkah penyelesain sistem berikut ini:

• Untuk menyelesaikan Ax = b diberikan hampiran nilai awal x(0)

• Input:

– banyaknya persamaan n,

– elemen-elemen matriks A, yaitu aij , 1 ≤ i, j ≤ n,
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– elemen-elemen matriks b atau bi, 1 ≤ i ≤ n

– nilai awal x(0)
i , 1 ≤ i ≤ n,

– Toleransi error tol, dan

– banyak iterasi maksimum N .

• Output:

– solusi hampiran x1, x2, . . . , xn atau pesan yang menyatakan iterasi maksimum sudah dilalui.

Atau jika dalam dituliskan dalam bentuk algoritma/pseudo code adalah sebagai berikut ini:

step 1 set k = 1

step 2 while (k ≤ N ) do step 3-6

step 3 for i = 1, . . . , n

set xi =
1

aii

− i−1∑
j=1

aijxj −
n∑

j=i+1

aijx
(0)
j + bi


step 4 if

∥∥x− x(0)
∥∥ < tol then output (x1, . . . , xn) ; (the prosedure was successful.), STOP.

step 5 set k = k + 1

step 6 for i = 1, . . . , n set x(0)
i = xi

step 7 output(’maximum number of iterations exceeded’). STOP

Kondisi batas artifisial dengan Ekstrapolasi

Ekstrapolasi adalah perluasan data di luar data yang tersedia. Dalam penelitian ini data yang diang-
gap tersedia adalah nilai-nilai η dan u yang berada dalam interior domain, serta semua nilai yang telah
diperoleh dari perhitungan waktu sebelumnya. Ekstrapolasi yang akan kita gunakan adalah ekstrap-
olasi linier atau orde-1, karena ekstrapolasi dengan orde yang lebih tinggi akan menemui kesulitan di
dalam memeperoleh data untuk membangun ekstrapolasinya.

Metode ekstrapolasi linier dapat kita peroleh menggunakan deret Taylor orde-1, yaitu titik-titik yang
berada pada batas domain kita hitung menggunakan titik-titik yang ada disekitar titik batas. Secara
lebih detail yaitu: nilai u dan η pada titik

(
x1, t

2
)

kita ekspansi menggunakan nilai-nilai u dan η yang
berada di sekitaran titik

(
x2, t

1
)
, sedangkan nilai u dan η pada titik

(
xm, t

2
)

kita ekspansi menggunakan
nilai-nilai u dan η yang berada di sekitaran titikt

(
xm−1, t

1
)
. Untuk memudahkan pemahaman dalam

penerapan deret Taylor, nilai u dan η di titik
(
x1, t

2
)

kita nyatakan sebagai u21 dan η21 sedangkan nilai u
dan η di titik

(
xm, t

2
)

kita nyatakan sebagai u2m dan η2m. Menggunakan deret Taylor orde-1, kita peroleh
persamaan-persamaan ekstrapolasi untuk batas-batas domain sebagai berikut:

u21 − u22 = u12 −
1

2

(
u13 − u11

)
− u12 (16)

η21 − η22 = η12 −
1

2

(
η13 − η11

)
− η12 (17)

Persamaan (16) dan (17) untuk batas kiri, dan persamaan (18) dan (19) untuk batas kanan

− u2m−1 + u2m = u1m−1 +
1

2

(
u1m − u1m−2

)
− u1m−1 (18)
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− η2m−1 + η2m = η1m−1 +
1

2

(
η1m − η1m−2

)
− η1m−1 (19)

Sampai disini, kita telah memperoleh 4 buah persamaan baru yang kita bangkitkan menggunakan ek-
strapolasi terhadap kondisi batas, yaitu persamaan (??), (??), (??) dan persamaan (??). Untuk menen-
tukan nilai-nilai u dan η, kita selesaikan sistem persamaan (??) dan (??) beserta persamaan-persamaan
yang diperoleh dari ekstrapolasi secara simultan sebagai satu buah sistem, yaitu

u21 + u22 = φ12 −
1

2

(
φ13 − u11

)
− φ12

a1u
2
2 − a2η21 + a2η

2
3 = a1φ2

a1u
2
3 − a2η22 + a2η

2
4 = a1φ3

...
...

a1u
2
m−1 − a2η2m−2 + a2η

2
m = a1φm−1

−u2m−1 + u2m = φm−1 +
1

2
(φm − φm−2)− φm−1

η21 + η22 = ψ2 −
1

2
(ψ3 − ψ1)− ψ2

−a3u21 + a3u
2
3 − a4η21 + (a1 + 2a4) η22 − a4η23 = a1ψ2

−a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η23 − a4η24 = a1ψ3

...
...

−a3u2m−2 + a3u
2
m − a4η2m−2 + (a1 + 2a4) η2m−1 − a4η2m = a1ψm−2

−η2m−1 + η2m = ψm−1 +
1

2
(ψm − ψm−2)− ψm−1

Variabel-variabel yang tak diketahui pada sistem persamaan diatas adalah u21, u22, . . . , u2m dan η21 , η22 , . . . , η2m,
sedemikian hingga dapat kita tuliskan sebagai sebauh persamaan matriks square yang ukuran baris dan
kolomnya sama, yaitu (2m) . Misalkan

w =
[
u21 u22 u23 · · · u2m−1 u2m η21 η22 η23 · · · η2m−1 η2m

]t
dan

A =



1 1 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 a1 0 · · · 0 0 −a2 0 a2 · · · 0 0
0 0 a1 · · · 0 0 0 −a2 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a1 0 0 0 0 · · · 0 a2
0 0 0 · · · −1 1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1 1 0 · · · 0 0
−a3 0 a3 · · · 0 0 −a4 a1 + 2a4 −a4 · · · 0 0

0 −a3 0 · · · 0 0 0 −a4 a1 + 2a4 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 a3 0 0 0 · · · a1 + 2a4 −a4
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 1 1


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serta

B =



φ2 − 1
2 (φ3 − φ1)− φ2

a1φ2
a1φ3

...
a1φm−1

φm−1 + 1
2 (φm − φm−2)− φm−1

ψ2 − 1
2 (ψ3 − ψ1)− ψ2

a1ψ2

a1ψ3

...
a1ψm−2

ψm−1 + 1
2 (ψm − ψm−2)− ψm−1


maka sistem persamaan tersebut dapat kita tuliskan menjadi sebuah persamaan matriks

Aw2 = B (20)

Ukuran matriks A, w, danB secara berturut-turut adalah (2m× 2m) , (2m× 1) , dan (2m× 1) . Sistem
persamaan (20) dapat diselesaikan menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan atau metode-metode
penyelesaian sistem persamaan linier yang lainnya. Karena bentuk dari matriks A yang sparse atau
banyak memuat elemen nol, maka sistem tersebut akan sangat efektif jika diselesaikan menggunakan
metode iterasi Jacobi ataupun metode iterasi Gauss-Seidel. Dalam penelitian ini, untuk menyelesaikan
sistem persamaan linier (20) akan kita gunakan metode iterasi Gauss-Seidel.

Penyelesaian sistem persamaan (20) akan menghasilkan vektor

w2 =
(
u21, u

2
2, u

2
3, . . . , u

2
m, η

2
1 , η

2
2 , η

2
3 , . . . , η

2
m

)t
.

Berikutnya untuk menentukan nilai-nilai

wn+1 =
(
un+1
1 , un+1

2 , un+1
3 , . . . , un+1

m , ηn+1
1 , ηn+1

2 , ηn+1
3 , . . . , ηn+1

m

)t
,

dengan n ∈ {2, 3, . . . , p} dimana p adalah banyak titik diskrit untuk waktu t kita gunakan cara yang sama
sebagaimana cara memformulasikan sistem persamaan linier untuk menentukan w2. Adapun sistem
yang diperoleh secara umum dapat di tuliskan sebagai berikut:

un+1
1 + un+1

2 = un2 −
1

2
(un3 − un1 )− un2

a1u
n+1
2 − a2ηn+1

1 + a2η
n+1
3 = a1u

n
2

a1u
n+1
3 − a2ηn+1

2 + a2η
n+1
4 = a1u

n
3

...
...

a1u
n+1
m−1 − a2η

n+1
m−2 + a2η

n+1
m = a1u

n
m−1

−un+1
m−1 + un+1

m = unm−1 +
1

2

(
unm − unm−2

)
− unm−1

ηn+1
1 + ηn+1

2 = ηn2 −
1

2
(ηn3 − ηn1 )− ηn2

−a3un+1
1 + a3u

n+1
3 − a4ηn+1

1 + (a1 + 2a4) ηn+1
2 − a4ηn+1

3 = a1η
n
2

−a3u22 + a3u
2
4 − a4η22 + (a1 + 2a4) η23 − a4η24 = a1η

n
3

...
...

−a3un+1
m−2 + a3u

n+1
m − a4ηn+1

m−2 + (a1 + 2a4) ηn+1
m−1 − a4ηn+1

m = a1η
n
m−2

−ηn+1
m−1 + ηn+1

m = ηnm−1 +
1

2

(
ηnm − ηnm−2

)
− ηnm−1
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Jika dituliskan dalam bentuk persamaan matriks

Awn+1 = B (21)

maka matrik-matriks yang bersesuaian adalah sebagai berikut:

A =



1 1 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 a1 0 · · · 0 0 −a2 0 a2 · · · 0 0
0 0 a1 · · · 0 0 0 −a2 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a1 0 0 0 0 · · · 0 a2
0 0 0 · · · −1 1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1 1 0 · · · 0 0
−a3 0 a3 · · · 0 0 −a4 a1 + 2a4 −a4 · · · 0 0

0 −a3 0 · · · 0 0 0 −a4 a1 + 2a4 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 a3 0 0 0 · · · a1 + 2a4 −a4
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 1 1


wn+1 =

[
un+1
1 un+1

2 un+1
3 · · · un+1

m−1 un+1
m ηn+1

1 ηn+1
2 ηn+1

3 · · · ηn+1
m−1 ηn+1

m

]t

B =



un2 − 1
2 (un3 − un1 )− un2

a1u
n
2

a1u
n
3

...
a1u

n
m−1

unm−1 + 1
2

(
unm − unm−2

)
− unm−1

ηn2 − 1
2 (ηn3 − ηn1 )− ηn2

a1η
n
2

a1η
n
3

...
a1η

n
m−2

= ηnm−1 + 1
2

(
ηnm − ηnm−2

)
− ηnm−1


Untuk menyelesaikan persamaan SWE di atas secara keseluruhan akan digunakan bantuan software
Matlab sebagai alat perhitungan, adapun kode program yang dibuat berdasarkan langkah-langkah penye-
lesaian diatas dapat dilihat pada algoritma 1 berikut:

Simulasi Numerik

Untuk melakukan simulasi numerik, diperlukan kondisi batas di kiri sebagai input, dan kondisi batas
di kanan sebagai output yang menyatakan situasi fisis dari perjalanan gelombang, dapat berupa peny-
erapan atau pemantulan. Kondisi batas serap dapat diformulasikan menggunakan ekstrapolasi linier,
dan pemantulan pada kondisi batas dapat dinyatakan dengan memberikan suatu nilai pada η dan ni-
lai negatif dari u yang berasal dari indeks sebelumnya. Untuk mensimulasikan situasi fisis, domain-x
kita bagi menjadi 3 sub bagian, yaitu bagian pertama sebelum 0 atau x < 0 menyatakan situasi aliran
air sebelum melalui pemecah gelombang, bagian kedua adalah 0 < x < L, menyatakan situasi dimana
pemecah gelombang berada, dan bagian ketiga x > 0 menyatakan situasi setelah gelombang melalui
pemecah gelombang.

Prosedur numerik yang dijelaskan pada subbab sebelumnya digunakan untuk mengamati perambatan
gelombang melalui sebuah pemecah gelombang terendam. Karena kita bekerja pada model yang variabel-
variabelnya berdimensi, kita gunakan gravitasi g = 10. Untuk perhitungan kita gunakan ∆x = 0.2, dan
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berbagai variasi kedalaman air d, serta kedalaman air diatas permukaan pemecah gelombang h, kon-
duktivitas hidrolik k dan pemecah gelombang di letakkan pada 0 < x < L.

Untuk kondisi awal kita gunakan dua macam model gelombang, yaitu gelombang soliter yang akan kita
bangkitkan menggunakan fungsi secant hiperbolik, dan gelombang sinusoidal yang akan kita bangk-
itkan menggunakan fungsi cosinus. Pada gambar 2, kita tunjukkan perambatan gelombang melalui
pemecah gelombang berpori. Untuk menunjukkan simulasi, kita menggambar permukaan gelombang
pada beberapa nilai t. Gelombang sinusoidal datang dari kiri, berjalan melalui dasar rata dengan kedala-
man d = 1.5 dan melalui pemecah gelombang dengan tinggi 0.5 dari dasar saluran, dengan k = 0.3,
diletakkan pada interval [0, 50] . Diatas pemecah gelombang berpori, gelombang berubah ketinggiannya
dan amplitudonya berkurang serta menjadi gelombang yang serupa dengan bentuk sinusoidal. Melalui
pemecah gelombang dengan panjang gelombang yang sama yaitu λ = 39.4 sebagai gelombang datang.
Amplitudo gelombang sebelum dan sesudah melalui pemecah gelombang dapat dilihat pada gambar 2
berikut.

Secara numerik kita dapat menghitung besarnya penurunan amplitudo gelombang dari 0.15 menjadi
0.0959. Untuk itu, kita dapat menghitung besarnya energi yang berkurang relatif terhadap kuadrat am-
plitudo gelombang seperti pada (Yu & Mei, 2000). Pemecah gelombang menghilangkan energi sebesar
59% dari energi gelombang transmisi. Untuk L yang lebih panjang, kita memperoleh gelombang dengan
amplitudo yang lebih kecil setelah melalui pemecah gelombang. Ini berbeda dengan pemecah gelom-
bang yang solid atau tidak berpori, yang mana kita dapat menentukan panjang pemecah gelombang
optimal, yang dapat meminimumkan amplitudo gelombang datang atau gelombang transmisi, lihat
(Mei, 1989) dan juga (L. H. Wiryanto, 2010).

Suku ηxx pada persamaan SWE (4) menyerap dan menurunkan amplitudo gelombang, adapun kekuatan
suku tersebut dalam menurunkan amplitudo bergantung pada koefisien k dan d−h.Kita tunjukkan pada
gambar 3, plot dari permukaan gelombang η (x, 20) untuk k = 0.3 dan k = 0.5. Kita menghitung gelom-
bang datang yang berbentuk sinusoidal yang merambat melalui pemecah gelombang berpori dengan
panjang pemecah gelombang L = 100 dan tinggi d− h = 0.5. pada daerah x > 100, gelombang menjadi
seperti sinusoidal, karena mereka dihitung dari persamaan air-dangkal linier. Penurunan amplitudo
gelombang, diatas pemecah gelombang berpori, sesuai dengan solusi analitik dari gelombang monokro-
matik pada (L. Wiryanto & Anwarus, 2009). Gelombang yang merambat diatas pemecah gelombang
berpori menurunkan amplitudo secara exponential terhadap x. Untuk itu, keberadaan pemecah gelom-
bang berpori tersebut juga mengurangi energi gelombang. Untuk beberapa nilai L dan (d− h) k, kita
dapat menghitung besarnya energi yang hilang karena pemecah gelombang berpori. Pada gambar 4,
kita plot persentase dari berkurangnya energi gelombang terhadap (d− h) k dengan panjang pemecah
gelombang sebesar L = 50, 60, dan 80. Kita gunakan (d− h) k, sebagai sumbu horizontal, karena keting-
gian dan konduktivitas hidrolik dari pemecah gelombang terjadi sebagai salah satu koefisien dari ηxx
pada persamaan (4).

Selanjutnya untuk t = 20, dapat kita lihat hasilnya sebagai berikut

Untuk gelombang datang lainnya, seperti gelombang soliter, perambatan gelombang tersebut dapat di
observasi secara numerik dari model (21). Ketika digunakan fungsi secan hiperbolik sebagai gelombang
datang, kita memperoleh hasil yang menyerupai gelombang monokromatik. Kita dapat mengamati
perubahan bentuk gelombang tersebut setelah melalui pemecah gelombang berpori yang menyebarkan
gelombang dan menurunkan amplitudonya, seperti pada gambar 5a.

Karena kita meletakkan pemecah gelombang pada dasar saluran yang rata, perubahan kedalaman air
menyebabkan sebagian gelombang dipantulkan. Pemantulan terjadi ketika gelombang memasuki daerah
dimana pemecah gelombang berpori berada, karena kedalaman air berubah dari dmenjadi d−h. Peman-
tulan gelombang kedua dengan amplitudo yang lebih kecil berjalan dibelakang pantulan gelombang
yang pertama. Itu terjadi setelah perubahan kedalaman air yang kedua dari d− h menjadi d.

Proses pemantulan gelombang ini juga terjadi dan dapat diamati pada gambar 2, tetapi gelombang pan-
tulnya berinteraksi dengan gelombang datang. Hal ini ditunjukkan oleh adanya sedikit kenaikan dan
penurunan dari amplitudo gelombang datang. Untuk mengamati pantulan gelombang tersebut, kita
menggunakan gelombang soliter sebagai gelombang datang pada batas kiri, sedemikian hingga ketika
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Figure 2: Plot perambatan gelombang melalui pemecah gelombang berpori yang terletak pada daerah
0 < x < L, L = 50

Figure 3: Plot dari η (x, 20)
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Figure 4: Solusi η untuk seluruh ruang (x) dan waktu (t)

gelombangnya melewati pemecah gelombang, gelombang pantulnya dapat dilihat berjalan ke kiri tanpa
berinteraksi dengan gelombang lainnya pada Gambar 5a. Kita juga menunjukkan profil permukaan
gelombang pada t = 24 pada gambar 5b, menghasilkan gelombang transmisi dalam sakala yang sesua.
Pemecah gelombang memiliki panjang L = 70; dan k = 0.3, d− h = 0.7.

Percobaan 1

Pada simulasi ini parameter-parameter yang digunakan adalah g = 10, ∆x = 0.1, ∆t = 0.1, kedalaman
air dinyatakan sebagai d = 1.5, kedalaman air diatas permukaan pemecah gelombang dinyatakan se-
bagai h = 0.5, konduktivitas hidrolik k = 0.3, sedangkan pemecah gelombang berporinya di letakkan
pada domain ruang 0 < x < 50. Kondisi awal yang digunakan berupa gelombang soliter yang datang
dari arah kiri dengan amplitudo sebesar 0.5. Pengamatan dilakukan terhadap ketinggian permukaan
gelombang sebelum melalui pemecah gelombang dan setelah melalui pemecah gelombang. Perubahan
ketinggian permukaan gelombang seiring dengan perjalanan waktu yang diberikan dapat dilihat pada
gambar 1 berikut ini

Setelah melalui pemecah gelombang pada x = 0, sebagian gelombang transmisi ada yang di pantulkan
kembali dan ada yang diteruskan melalui pemecah gelombang. Selain itu, sebagian besar gelombang
transmisinya diserap oleh pemecah gelombang berporinya. Setelah melalui pemecah gelombang di x =
50 ada sedikit gelombang yang dipantulkan kembali melawan gelombang transmisi. Hal tersebut dapat
dilihat pada gambar berikut:

Sebelum memaasuki daerah dimana pemecah gelombang berada yaitu pada saat t = 5, ketinggian per-
mukaan gelombang atau amplitudo gelombangnya sebesar A = 0.2471.Pada saat memasuki daerah
dimana pemecah gelombang berada (lihat gambar 2b) sebagian gelombang dipantulkan melawan arah
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Figure 5: Perjalanan gelombang a) sebelum memasuki pemecah gelombang, b) pada saat berada diatas
pemecah gelombang, c) setelah melalui pemecah gelombang
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Figure 6: Estimasi Error

gelombang transmisi, dan yang lainnya terus berjalan searah dengan gelombang transmisi dengan am-
plitudo yang semakin lama semakin berkurang. Setelah melalui daerah pemecah gelombang (pada
t = 20) amplitudo gelombang transimi berkurang sebesar 94.2% menjadi A = 0.0576.

Error Information

Untuk mengetahui performansi dari metode beda hingga implisit, kita menggunakan error hampiran
(ε) berdasarkan norm dari nilai

∥∥ηn+1 − ηn
∥∥ serta error relatif hampiran (µ) menggunakan formula

µ =
ε

‖ηn+1‖
dengan n = 1, 2, . . . , (p− 1) yang mana p didefinisikan sebagai banyaknya titik diskrit untuk waktu
(t) . Error hampiran beserta error relatif yang diperoleh dari perhitungan disajikan dalam bentuk grafik
sebagaimana pada gambar 3.

Dari gambar 3, dapat dilihat bahwa baik error hampiran, maupun error relatifnya sudah cukup kecil
yaitu max (ε) = 0.2210 dan max (µ) = 0.3074. Seiring berjalannya waktu error hampiran dan error re-
latifnya semakin kecil. Hal tersebut menunjukkan bahwa metode yang digunakan dapat menghasilkan
solusi yang sangat baik, yang ditandai oleh error relatif untuk setiap perulangan kurang dari 1.
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Kesimpulan

Kita telah menyelesaikan persamaan air-dangkal satu dimensi menggunakan metode beda-hingga im-
plisit. Model tersebut menjelaskan perambatan gelombang melalui sebuah pemecah gelombang berpori,
yang mana setelah melalui pemecah gelombang tersebut, amplitudo gelombang berkurang serta energi-
nya juga berkurang. Energi yang dibawa oleh gelombang juga berkurang, secara proporsional ter-
hadap kuadrat dari amplitudo. Pelemahan gelombang tergantung pada dari kuantitas pemecah gelom-
bangnya, konduktivitas hidrolik k dan ketinggian pemecah gelombang d − h, karena konduktivitas
hidrolik dan ketinggian gelombang muncul sebagai koefisien dari suku pengurang atau penyerap.

PanjangL dari pemecah gelombang berporinya juga mengakibatkan penurunan amplitudo, karena suku
dampingnya memuat turunan kedua terhadap ruang, sehingga panjang optimal dari pemecah gelom-
bang tidak ada berlawanan dengan pemecah gelombang yang solid atau tidak berpori. Dalam menga-
mati model, kita menggunakan gelombang monikromatik dan gelombang sinusidal sebagai gelombang
datang, dan perambatannya telah kami hitung sebagaimana berkurangnya amplitudo dan energi gelom-
bang tersebut. Kita juga menemukan fakta bahwa ada pemantulan gelombang yang terjadi setelah
gelombang transmisinya mengenai pemecah gelombangnya.
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